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C A P V T I. 

D E 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM 

DIFFERENTI  ALI  VM  SECVNDI  GRADVS 
SIMPLICIVM. 


Definitio. 

7o£. 

Pofitis  binis  Yariabilibus  x et  y , fi  Yocetur 
dy—pdx  et  dp—qdXy  aequatio  quaecunque, 
relationem  inter  quantitates  x , y , p et  q de- 
finiens, vocatur  aequatio  differentialis  fecundi  gradus 
inter  binas  variabiles  x et  y. 

Coro  11.  i. 

707.  Quemadmodum  ergo  littera  p implicat 
rationem  diffcrentialium  primi  gradus  , dum  eft 
ita  littera  q~si  implicat  rationem  diffe- 
A a rentia- 


C A P V T I. 


rentialium  fecundi  gradus.  Sumto  enim  vt  vulg* 

j j ..  • 


fieri  folet  elemento  dx  conflante,  erit  dp — -J^r  ideo- 

C o r o 1 1.  2. 


d i y 

que  ? — - jp, 


708.  Qcatenus  ergo  in  aequatione  propofita 
littera  q ineft  , eatenus  ea  eft  differentiatis  lecundi 
gradus.  Si  enim  q abeffet , ob  folam  p eflet  tan- 
tum differentiatis  primi  gradus;  ac  fi  neque  p ne- 
que q inefiet , aequatio  foret  inter  x et  y , neque 
quicquam  praeterea  quaereretur. 

C o r o 1 1.  3. 

709.  Methodus  ergo  defideratur , propofita 

aequatione  quacunque  praeter  binas  variabiles  x et  y 
etiam  quantitates  P — jS?  — — imiolaentc  , in- 

veniendi relationem  inter  ipfas  x et  y,  vnde  pateat, 
qualis  y fit  fundtio  ipfius  a;  feu  vicifiim. 

Scholion  1. 

710.  Hoc  modo  litteram  q introducendo  ae- 
quationes differentio  - differentiales  a conditione  illa  , 
qua  quodpiam  differentale  primi  gradus  pro  con- 
flante aflumi  folet , liberantur.  Cum  enim  ad  me- 
ras quantitates  finitas  rcuocentur , quae  rationem 
differentialium  primi  gradus  exprimunt , coafideratio 
difierentialis  conflantis  ne  locum  quidem  habere 

poteft. 
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potefl.  Quando  ergo  aequationes  diflerentio  - diffe- 
rentiales  more  folito  ita  exhibentur  , vt  quodpiam 
differentiate  conflans  fit  aflumtum,  introducendo  lit- 
teras et  q — Txi  fpecies  differentialium  peni- 

tus tollitur  , dum  aequatio  tantum  quantitates  fini- 
tas complertitur.  Atque  etiam  viciflim  propofita 
aequatione  inter  quantitates  finitas  x , y , p , q ea 
ad  formam  vulgarem  infinitis  modis  reduci  potefl, 
prout  aliud  atque  aliud  differentiate'  pro  conflante 
aflumitur  , quae  tamen  omnes  formae  fpecie  diuerfae 
inter  fe  perferte  conueniunt , quin  etiam  nullo  dif- 
ferentiali  conflante  aflumto  euolutio  in  formam  fo- 
litam  fieri  potefl. 

Scholion  2. 

71 1.  Primum  igitur  breuiter  exponi  conueniety 
quomodo  aequatio  more  folito  per  diflerentialia  fecundi 
gradus  exprefla  ad  formam  noflram  reduci  queat , 
quodcunque  differentiate  conflans  fuerit  aflumtum. 
Sit  ds  hoc  diflerentiale  pro  conflante  fumtum  , cu- 
ius ergo  ratio  ad  dx,  ob  ddl—p,  per  p et  forte  ipfas 
variabiles  x et  y datur;  ponatur  ergo  dszz.vdx  , 
vt  v fiat  quantitas  finita.  Iam  cum  in  aequatione 
occurrant  ddx  et  ddy  , vel  alterutrum  faltem  loco 
ddx  feribatur  dsd.j-  , quia  ob  ds  conflans  fit  vti- 
que  ds.d.ft  — ddx.  Erit  ergo  ddx~dsd.\~'-~i- 
Simili  fnodo  loco  ddy  fcribendo  'ds.d-^—dsd.%  ; 
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fiet  iiyzz*-****^***1.  Cum  igitur  c per  p,  x 
et  y detur,  erit 

d v =r  M d x + N dy  P dp — d x ( M -+-  N/>  4-  P q ) 

ob  dp~qdx  , ficque  fiet: 

+ et 

ddyzz^(qv-lAp-Np'-Vpq) 
hique  valores  loco  ddx  et  ddy  fubftituti  in  aequa- 
tione tantum  differentialia  primi  gradus  relinquent  , 
quae  omnia  ad  dx  reduda , aequatio  per  diuifionem 
prorfus  a differentialibus  liberabitur.  Deinde  viciflim 
huiusmodi  aequatio  inter  x , y , p er  q propofita  in 
formam  folitam  fumto  quopiam  elemento  ds  con- 
flante euoluetur,  fi  primo  pro  p vbique  feribatur^, 
loco  q autem  j-x d.  n d x d i2d~,d  , vbi  quidem 
nullius  adhuc^  _*»](»  — «oncantis  ratio  eft  habita. 

At  ob  ds—vdx  conflans  , inluper  erit 

vddx+dvdx- o,  feu  ob  dv-M.dx-\-Ndy-\-?d  ij~ 

vddx  + M dx'  + N dxdy+ 

vnde  pro  lubitu  vel  ddx  vel  ddy  elidi  poteft,  neu- 
tro autem  clilb  infinitae  formae  aequiualentes  exhi- 
beri poliunt. 

Scholion 

71  a.  Hinc  ergo  praeftantia  formae  finitae,  ad 
quam  hic  aequationes  differentio  - differentiales  reuo- 

caraus 
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camus  prae  more  folito  eas  exhibendi  luculenter 
perfpicitur ; cum  eadem  aequatio  more  folito  infini- 
tis modis , prout  aliud  atque  alind  elementum  con- 
flans affumitur  , repraefentari  poflit , dum  noflro 
more  eadem  aequatio  iemper  ad  vnicam  formam 
reducitur.  Quodfi  ergo  noflro  more  aequationes 
prodeant  diuerfae , certum  efl  iis  quoque  diuerfas 
relationes  , inter  variabiles  x et  y exprimi  , cum 
contra  folito  more  diuerfiffimae  aequationes  diflferen- 
tio  - diflerentiales  eandem  relationem  indicare  queant, 
ex  quibus  plerumque  difficile  efl  eam  eligere  , quae 
ad  refolutionem  maxime  fit  accommodata.  Cum 
igitur  hic  eiusmodi  methodus  requiratur  , cuius  ope 
propofita  quacunque  aequatione  inter  quaternas  quan- 
titates x , y , p et  q relatio  inter  binas  variabiles 
x et  y definiri 'queat  , quoniam  haec  quaeflio  vires 
humanas  fuperarc  videtur  , a cafibus  fimpliciffimis  ^ 

erit  exordiendum.  Cafus  autem  fimpliciffimi  fine 
dubio  funt , quando  in  aequatione  propofita  duae 
tantum  infunt  quantitates , fcilicet  vel  x et  q tan- 
tum , vel  y et  q vef  p et  hoc  efl  fi  q aequetur 
fun<flioni  vel  ipfius  ar>vel  ipfius  y vel  ipfius />  tan- 
tum j quos  cafus  in  hoc  capite  euoluere  confUtuimus* 

Definitio. 

713.  Formula  diflerentio  - differenralis  fim- 
plex  eft  j quando  pofito  dy—pdx  et  dp~qdxt 
quantitas  f aequatur  fun&iani  vel  ipfius  x vel  ipfiusj', 
vel  ipfius  p tantum. 

Coroll.  x. 
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C o r o 1 1.  i. 

714.  Triplices  ergo  habemus  formulas  difle- 
rentio  - diflerentiales  fimplices,  quarum  refolutionem 
in  hoc  capite  doceri  conuenit , prput  quantitas  q 
Tei  per  functionem  ipfius  p , vel  ipfius  x , vel 
ipfius  y tantum  determinatur. 

C o r o 1 1.  2. 

715.  Si  ergo  X denotet  funftionem-  ipfius  ar, 
Y ipfius  y et  P ipfius  p tantum  , terna  genera 
harum  formularum  fimplicium  funt  i)q~X;  *)q- Y; 
3)f—  P in  quibus  continetur  cafus  fimpliciflimus 
q— Conft. 

C O T O 1 I.  2. 

''.i  1 * • ^ 

,7i5.  Si  has  formulas  more  folito  exprimere 
velimus  ob  gzz.  jj— > futnto^.. elemento  dx 
conflante  , erit  ; fumto  elemento  dy  con- 
flante erit  q~  — ; nullo  autem  fumto  con- 
flante erit  y — qUjbus  flmplicitas  ea- 

rum formularum  haud  mediocriter  offufcatur. 

C o r o 1 1.  4. 

717.  Si  elementum  V (dx* -f- dy*),  quod  faepe 
fit,  conflans  accipiatur,  erit  dxddx-\-dyddy~o ; 
vnde  poftremus  valor  ipfius  q vel  ob  ddy~—~x^yX 
abit  in  q~ r — j y-*-  vel  ob  ddx—--//2 

abit  in 

Scho- 
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Sch  olion. 

718.  Repudiata  ergo  penitus  vulgari  ratione 
aequationes  diflerentio  - diffcrentiales  exprimendi  , 
quippe  qua  formulae  in  le  Tatis  fimpliccs  vehemen- 
ter complicatae  euadere  poflent,  ratione  hic  ftabilita 
Vtamur  , indcqne  relblutionem  huiusmodi  formula- 
rum Timplicium  doceamus. 

Problema  92. 

719-  Polito  d j — /> d x ct  dpczqdx  fi  q ae- 
quetur fundi ioni  cuicunque  ipfius  p , inuenire  rela- 
tionem inter  iplas  variabiles  x et  y. 

Solutio. 

Sit  ergo  q — P denotante  P fun&ionem  quam- 
cunque ipfius  p : quoniam  igitur  eft  q-  j£,erit 
dp—Ydx  hineque  dx—Q  et  dyc^pdx^-j*.  Ex 
quo  coufequimur  integrando : 

et  j — b-hf1’-?* 

ita  vt  tam  x , quam  y per  eandem  nouam  variabi- 
lem p determinetur.  Atque  cum  duae  nouae  con- 
flantes a et  b per  duplicem  integrationem  fint  in- 
trodudlae  hoc  integrale  pro  completo  erit  habendum. 

Coroll.  1. 

720.  Aequatio  q — P,  cuius  integrationem 
hic  tradidimus  , fi  in  formam  confuetam  fumto  dx, 
Vol.  II.  B con- 
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conflante  refoluatur  ob  , transmutabitur  in 

i idy—dxfv&\  quae  eft  aequatio  differentio  - diffe- 
rentialis , in  qua  ipfae  variabiles  x et  y non  occur- 
runt. 

Coroll.  2. 

721.  Talis  quoque  forma  prodit,  fi  elemen- 
tum dy  vel  alia  expreflio  diflerentialis , in  quam 
ipfae  x etj  non  ingrediuntur,  veluti  V [dx'-\-dy') 
pro  conflante  fumatur.  Hoc  ergo  modo  omnis  ae- 
quatio differentio  - differentiatos  in  quam  ipfae  varia- 
biles x et  y non  ingrediuntur , integrari  poterit.  . 


Coroll.  5. 


722.  Sin  autem  huiusmodi  elementum  ydx-xdy 
conflans  aflumatur  , vt  yddx— xddy~o  , ob 


( y d x — x dyjddx  _ ( ydx  — x dy  )d dy 

* x d jc1  ydx* 

quae  expreflio , 11  aequetur  fun&ioni  ipGus  p = 
integrari  poterit. 

Coroll.  4. 

I 

7»3-  Si  fuerit  P quantitas  conflans,  vt  fit 
q—f  erit 

et y=zb-\-**ft 

vnde 
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TZ 


Tnde  fit 

y—  b+Kx-a)'  feu y — \fxx-afx-\-\aaf-\-b 
fcu  mutatata -forma  conflantium  y~ifxx+Cx+D. 

SchoJion. 

724.  Cum  fcilicet  aequatio  diflcrcntio  - difle- 
rentialis  duplici  integratione  indigeat  , fi  vtraquc 
omni  cxtcnfione  inftituatur , duae  nouac  conflantes 
arbitrariae  introducuntur ; in  quo  critcrium  , num 
huiusmodi  intcgrale  fit  completum , confiflit.  Quem- 
admodum  enim  aequationum  diffcrentialium  primi 
gradus  integratio  completa  vnam  conflantem  arbi- 
trariam implicat  , ita  fi  aequatio  diflercntialis  fuerit 
fecundi  gradus  , binae  conflantes  nouae  in  intcgrale 
completum  ingredientur  , ternae  autem  ac  plures  , 
fi  aequatio  differentialis  fuerit  tertii  altiorisue  gra- 
dus. Problemata  autem,  quorum  refolutio  ad  huius* 
modi  aequationes  diflerentiales  ahiorum  graduum  de- 
ducunt , natura  fua  ita  funt  comparata  , vt  folutio- 
nis  determinatio  totidem  conflantes  requirat.  Ita  in 
aequatione  q~ /,  feu  fumto  dx  conflante  ddy-fdx 
aequatio  integralis  completa  y~  i fxx-hCx-h  D 
duas  conflantes  nouas  C et  D inuoluit , quod  etiam 
iu  iubiun&is  exemplis  patebit. 


£ s. 


Exem- 
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Exemplum  i. 

725.  Aequalioris  dfferentio  - differentiatis  addy 
rrrdxdy  in  qua  elementum  dx  conflans  'efl  fumtum  , 
integrate  completum  inuenire. 

Pofito  dy—pdx  ct  dp—qdx  , erit  ddy-qdx* , 
hincque  ayzp , et  PzJ-.  Quocirca  integratio  praebet: 

x—J — Q-^-alp  et  p—fadp  — 

Cura  igitur  fit 

p—y-=r,  erit  x—Q+al*--? 

A r 

quae  eft  aequatio  integralis  completa  binas  conflante! 
C et  D inuoluens. 


ExempIuaL^- 


•716.  Poflto  dx  conflante  inuenire  aequationem 

• . _r  dx* -i-d  y*  ( dx* -i- d y1) 

inter  x et  y vt  flat  • 


— dxddy  — 

Pofito  dy  — pdx,  ob  dx  conflans  erit  ddyzJpdx 
ficquc  noftra  aequatio  eft  (~.rtI^l^'±±ZJ  dx  — a , 
vnde  fit 

. ' — adp  , — apdp 

dx— et  dyz : 

(x+ppf  (*+/>/>)* 

Per  integrationem  ergo  nancifeimur  : 

X— A—  vt , J-tT)  et  B-hy( , -j-pp) 

xnde 
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▼nde  conchi  .i  unus 

(A-*)TH-Cr-BJ’=«*  .. 

Corollarium. 

727.  Si  x et  y denotent  coordinatas  rcdlan- 

gulas  lineae  curuae  , formula  (d*  ~hdy’  • 

exprimit  eius  radium  ofcuii  , qui  ergo  vt  (it  con- 
flans —a  , aequatio  integralis  inuenta  circulum  ra- 
dio a dcicnbendum  indicat 

Exemplum  5. 

728.  Pofito  ds= V(dx*-|-dyr)  coque  fumto 
tonjlante  inuenire  aequationem  inter  x et  y , vt  jiat 

di iy  a dx 

ddx  iy  • 

Ponatur  dy~pdx  % erit  ds  — dxV(i  r±-pp)  , 
et  ob  ds  conllans 

• ■ • i 

ddxV(i-\rpp)-\-J{ 7^5  = 0 Tea  ddx=r=^r£* 

■vnde  aequatio  propofita  abit  fn 

pdx*V(  1 +pp) , a r ~adp 

lx+M=p  fcu  dx~~j 

p^+ppy 
°p 


-pdxdp  v 

-adp 

++  //«# f- 


« *= «s»  T4w' 

(>+??)■  1 
At  pro  illa  formula  (laniatur  p— J.  , eritque 

arrdr  adr  ^ adr  ~ 

B 3 Tnde 
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vndc  fit  integrando: 

A-rrC— + feU 
r - - ni'-±JlL±±ll 

x—^~a  >+pp)-\~al  . p 

Exemplum  4. 

729.  Pofiio  ds=:V(dx,-rdyI)  hocque  elemento 
fumto  conflante  , fieri  oporteat  j^x— aAng.  tang  j*{* 

Si  fiat  vt  ante  dy—pdx  , orietur  haec  aequa- 
tio integranda : 

• T 

— dx{  1 -\-pp y^roAng.tang.p  feu 
dp 

— adp  „ . —apdp  . 

;Ang.tang./>  et  dyzx. - Ang.tang.^. 

i'+PP?  (*+ppY 

Cum  ntrnc  fit  <JlHTAng.tang./>  — TZ^pp  erit 
—ap  „ , pdp 

y=7T~^^p-ar^-r 

Quamobrem  colligemus : 

-+f  P ) - 77T ^fjAng.tang.p  et 

J = D ^ vWffj  Ang. tang./. 

Coroll.  1, 
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Coroll.  i. 

730.  Si  x fit  abfcifla  et  y applicata  curuae , 
radius  ofculi  proportionalis  efle  debet  angulo,  quem 
curuae  tangens  cum  axe  confli tuit  ,*  vnde  patet  hanc 
curuam  fore  quandam  fpiralem  , circa  originem 
ablciflarum  fe  euoluentem. 

C o r o 1 1.  2. 

731.  Si  angulus  ille  cuius  tangens  zzp , po- 
natur — Cp,  erit  p — tang.Cj)  , hineque 

x~C— acofiCP— a$fin.<p  et 

y—H  — a fin.<P  + a Cflcof.  (p 

vnde  colligitnr 

A' coi.  Cj5 -f-j  fin.  (p  CcoC  0 -l- D fin.  (p  - a. 

L 

Coroll.  3. 

732.  Vt  fumto  cp=ro,  ambae  x etj  euane- 
fcant,  fumi  debet  C~a  et  D“o  , eritque 

*— o— acof (P-a(Pfin.(p  ct -afin.(p-l-aCpcof.(P 

vnde  quamdiu  angulus  (P  eft  minimus  , erit 

x=  — iaCP<P4-ta(p+  et 

ideoque  proxime 

^ = feu yy  — — 77. 

. Proble- 
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Problema  95. 

^33.  Polito  dyzizpdx  et  dp  — qdx , fi  quan- 
titas q aequetur  fumftioni  ijpfius  x , quae  fit  X , 
definire  relationem  inter  binas  variabiles  j:  et  y.  , 

Solutio. 

Cum  ergo  fit  qz rX  erit  qdx  — dp  — Xdx , 
rnde  integrando  colligimus  p— fXdx-\-C  , atque 
hinc  ob  dyxzpdx  adipifcemur 

y—  fd  xfX  d x ■+-  C a:  -+-  D. 

At  eft 

/ dxfXdx—xfXdx—fXxdx 

▼ti  fiimendis  difierentialibus  fponte  patet.  Quare 
aequatio  integralis  completa  relationem  inter  binas 
variabiles  x et  y continens  eft 

y rr  xfX  dx — / X x d x -f-  C x -1-  D 

duas  conflantes  arbitrarias  C et  D inuoluens.  Qnae 
ergo  erit  algebraica  , fi  ambae  formulae  difierentiates 
Xdx  et  Xxdx  integrationem  admittaut. 

Coroll.  i. 

i 

73+-  Quodfi  ergo  fit  q—  o , feu  fumto  dx 
conflante  ddy—  o , \t  fit  X — o , erit  aequatio 
integralis  completa  y— Cx-i-D. 

Coroll.  a. 
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735.  Aequationes  ergo  differendo  - differentia- 
lcs  , quas  hoc  modo  integrare  licet,  fumto  dx  con- 
flante, in  hac  forma  ddy—Xdx7  continentur,  vnde 
prima  integratio  praebet  dy  — dxfXdx+Q  et  al- 
tera yzzfdxf  X dx C.v-f-D. 

Coroll.  3, 

73ff.  Sin  autem  differentiale  dy  capiatur  con- 
flans ob  p—aH  erit  dp——drf/Jx—qdx  forma  ae- 
quationum hoc  modo  integrandarum  erit  -dyddx-Xdx* . 

Coroll.  4. 

737-  Quodfi  elementum  dsrz:V[dxt-\-dy') 
fit  conflans  ob  dxddx  + dyddy-o  erit 

d^ddx  J Tf  . r dX  , 

TxTTjr  — ? dx.  Iiinc  forma  aequationum  hoc 

modo  integrandarum  cft  — d s7 d d x — Xd x’ dy.  Vel 
cum  etiam  fit  d p q d x — , ea  erit 

d s7  d dy  — X d x\ 

Scholion. 

738-  Hic  manifeftum  cfl,  quantum  interfit  ae- 
quationes differendo  - differentiale*  a forma-  folita  , 
\bi  elementum  quodpiam  conflans  eft  afliimtum,  ab 
hac  conditione  liberare  et  ad  formam  hic  ftabilitam  re- 
ducere. Si  enim  proponatur  haec  aequatio  ds'ddy~Xdx*t 

VoL  II.  C in 
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ll 

in  qua  elementum  </xr:V (dx* -+-</?*)  conflans  fit 
aflumtum  , haud  facile  patet , quomodo  eius  inte- 
gratio fit  fufeipienda.  Noflra  autem  methodo,  fi  po- 
namus dv^pdx,  vt  fit  ds—dxV(t-\-pp)  ct 
ddv — pddx-\-  dxdp  y induit  illa  aequatio  hanc  for- 
mam : 

dx'(i  -\-pp)(pddx-+-dxdp)  — Xdx*'  feu 
(pddx  -t-  d x dp^(  i — p- pp ) X d x « 

At  quia  di  ac  'proinde  quoque  ds'szdx'(i-\-pp) 
eft  conflans  , erit 

ddx[i-\-pp)-\-pdxdp~Q  feu  ddxzz^f^f-*  % 
ideoque  pddx~\-  dxdp  * 

ita  vt  fiat  dp  — XdXy  quae  aequatio  iam  facillime 
tradatur.  Hic  fcilicet  in  fubfidium  vocari  debent 
ea  , quae  fupra  de  integratione  formularum  difleren- 
tialiuin  fimpliciam  ftint  tradita. 

Exemplum  i. 

739.  S unito  dx  conflante,  fi  fuerit  ddy=ca-*dx*9 

integrate  completum  inuefitgare . 

Cum  fit  d-f~~a.x,'dx  , ob  dx  conflans  erit  in- 
tegrando.^-r^a^+C  > hiucque  denuo  inte- 
grando : 

vbi  cafus  n~—  1 et  n=z—x  feorfim  funt euoluendi- 
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. ^ ^ w— “ 1 erit  ir* , hincque 

— a/.r  + C,  vade  cum  fit  dy~o.d xlx-+-Cdx  , 
erit  denuo  integrando  j-o.v/r-«r+  Cx-t-D  , 
ieu  loco  C-a  feribendo  C habebitur  ^-ax/x+Cx-fD. 


II.  Si  n=-2  et 
hineque  /=  — «/r  + Caf+D, 


d y — , - a 


*'  ent  jtx  — 


Exemplum  2. 

74-0-  Pofito  ds^Vfdx^dy’)  conJlante.fi 
juerit  dxt  — j coi.  j-  , muemre  integrale  completum. 

Ex  fuperioribus  confiat  fore  — q,  ita  vt 

propofita  fit  haec  aequatio  yrrjcof.^  , \nde  fit 

qdx—dp=z ~coC~ 
et  integrando 

^rJ-kf+CrJj. 

Quare  obtinebitur 

y — T eofi  r -+-  C x + D , 
quae  eft  aequatio  integralis  completa. 


Problema  94. 

741-  Pofito  djrrrpdx  et  dp~qdx  , fi  quan- 
titas q aequetur  funftioni  cuicunque  iptius  y tantum, 
quae  fit  Y , inuenire  aequationem  intcgralem  com- 
pletam inter  x et  y. 

C x Solutio. 


Digitjzed  by  Google 


ao 


C A P V T L 


S O 1 11 1 i O. 

Cum  fit  f= Yrzj|  erit  ix—Q,  hincque 
pdxrzdy~*4^  > vnde  conficitur  haec  aequatio  iu- 
tcr  p ct  y Icparata  pdpzzYdy  , quae  integrata 
praebet : 

\pp=:fYdy+\C  et  pz=Y(C-\-zfY  dy)-d/- 
Hinc  ergo  porro  concluditur  x~f~y 


-V/yut  <iuae 


integratio  denuo  conflantem  arbitrariam  inducit,  ita 
Tt  hoc  modo  aequatio  intcgtalis  completa  inter  x 
et  y obtineatur.. 

C o r o 1 1.  r. 


742.  Cum  fit  q—^i  et  dx=y  erit  q~ 


fj* 


dy 


Quare  cum  aequatio  propofita  fit  q-Y,  erit  ^-V,. 
hincque  p d p — Y dy  , rnde  praecedens  inte^rat-p 
Cponte  deducitur. 

Corolt.  &. 


743.  Sumto  elemento  dx  conflante  , cum  fit 
q~dddx*  aequationes  hic  integratae  habebunt  hanc 
formam  ddyzz. Y dx'  Y cuius  integratio  fi  per  dy 
multiplicetur  , eft  manifefta  , fit  enim 


l dy'  —dx'f  Ydy^r\  Cdx' 

d v 

ob  dx conflans,  hincque  dx—yp^y  ijvSjT  Tt  ante- 


Scholion. 
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Scliolion. 

744-  En  ergo  fpecimen  aequationum  differen- 
tial:um  , quae  per  idoneum  multiplicatorem  inte- 
grabiles  redduntur  , ex  quo  intclligitur  hanc  me- 
thodum etiam  in  his  aequationibus  vfum  habere 
poffe,-  deinceps  autem  locus  trit  hanc  methodum 
■vberius  excolendi  , cuius  quippe  vfus  praecipue  in 
aequationibus  difierentialibus  ahiorum  graduum  cft 
infignis,  vbi  variabilium  ieparatio  nihil  fubfidii  affert. 
Atque  hanc  ob  caufam  iam  fupra  hanc  methodum 
per  multiplicatores  integrandi  commendauimus,  altc- 
rique  per  leparationem  praecedenti  longe  antetulimus. 

Exemplum  r. 

745-  Po/iio  dx  conflante  , fi  fuerit 
a a d d y = ydx* 
tnuenire  integrale  completum. 

Multiplicetur  aequatio  propofita  per  zdy, 
yt  prodeat 

2 aady  ddy—  zydydx ■ 
quae  ob  dx  conflans  habebit  integrale- 
aady'—yydx'-+-Cdx * „ 

Tnde  colligitur: 

dx— 

. t c 3.  quae 


1 


%%  C A P V T I. 

quae  dcnuo  integrata  dat 

xzxal(y~\-V  (yy-\-C))—alb 

vnde  concludimus  fumto  e pro  numero  cuius  logi- 
rithmus  efl  —i  , fore 

X 

be»  —y-+-V[yy-\-  C) 
et  irrationalitatem  tollendo 

7 X X 

bbea  — 2 byea  — C 

• * r 

ita  vt  fit 

y=z',be*  — j-be  a 

at  forma  conflantium  C et  b mutata  habebitur: 

* - - 

J=zC£-rb  — 

quae  efl  aequatio  integralis  completa. 

Exemplum  2. 

74.5.  Pofito  d x conflante  fi  fuerit 

aaddy-t-ydf-o, 
inuenire  integrale  completum. 

Multiplicatione  per  idy  fiufla  aequationis 

2 aadyddy-\-*ydydx  — O . 

integrale  efl 

a a dy  -hyy  dx'  ~ccdx' 

Tndc 
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Tnde  deducimus : 

d x — * — -d? , 

quae  denuo  integrata  dat 

x = a Ang.  fin.^--f-  b. 

Erit  ergo 

f =fin.a=»=cor l fin.*— fini  cof.S 
Tei  mutatis  conflantibus  i et  c ita  Tt  fit 
ccof.j— C et  — cfin.j  — D erit 
jzrCfin.  ~-f-  Dcof 
Vel  retenta  prima  forma  habemus 
j = Cfin.(^  H-a). 

*.  Corollarium. 

747.  Hoc  exemplum  ex  praecedente  refolui 
potuiflet  , cum  fit 

£“v— '~coC a + V-i.fin.a  et  £~“v— 'zcof.a-V-i.fin  « > 
ac  Ticifllm 

co et  fin  «V- x --7 — e* — 

Exemplum  3. 

74?-  Pn/ito  dx  conflante  Ji  fuerit 
ddy  V ay=.dx% 
integrale  completuui  inuemre . 

Cum 
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*4 


Cum  ergo  Gt  2 dyddy  — ^/j.dx' 


erit  integrando 


if  = 4 ndx'=zi -ya 


* 4 d x-  V y 

— V a 

\nde  colligimus 


* * i x » t v.y-4-*  v ®) 


idx— d:vv'- . 

Z“*V — Vi^++»Va)‘ 

Sit  commoditatis  gratia  b et  Yj  — z, 

„ , , dxVn  

vt  Gat  dyzzzzdz  et  -73-  — yTT^-TT  » 
cuius  integrale  eG  : 

x^y-zz\[z—2b)Y(,b-Jrz)+ C feu  reGituendo 

Va  ^ 

■vbi  f et  C funt  lunae  conflantes  arbitrariae.  Erif 
ergo 

* UL=h/J —[Vy-i  Yc ) Y (Yy  + Ve) 

s y a 

poGto  j et  fumtis  quadratis 

V a 


~y  Yy - 3y  Ve- •+-  4 f W. 


Scholion. 
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749.  Forma  ergo  vulgaris  aequationum  hoc 
modo  integrandarum  fumto  elemento  dx  conflante  , 
eft  ddy  — Ydx',  quae  per  dy  multiplicata  marrifefto 
fit  integrabilis.  Sin  autem  elementum  dy  capiatur 
conflans  ob  q = ^ et  p — j*  erit  q~-iZ[±^i  hinc- 
que  forma  vulgaris  dyddx~—Ydx'.  Porro  fumto 
elemento  d szz:V  (d  x*  -+•  dy')  conflante  , vt  fit 
dxddx-\-dyddy~o  , ob  dp—dxid yJ~tdy ddx  erit  vel 
q=—  vcl  vnde  nafeitur  haec 

forma 


ds'ddx 
lix*  dy 


= Y vel 


it » ad  y 

d x*  ' * 


quae  etiam  per  dy  multiplicatae  integrabiles  euadunt, 
etiamfi  hoc  iam  minus  pateat.  Simili  modo  fi  ele- 
mentum ydx  fumatur  conflans,  vt  fit yddx+dxdy~o 
et  ddx——^y2-  , ob  dp: orietur  haec 
forma  yddy-\-dy*  ~ Yydx* ; cuius  membrum  prius 
integrabile  redditur  , fi  per  fundtionem  quamcunque 
ipfarum  ydy  et  ydx  multiplicetur  , ergo  etiam  per 
, quo  multiplicatore  fimul  alterum  membrum 
Y ydx1  redditur  hncgrabrle;  His  igitur  cafibus  fim- 
pliciflimis  aeqnationum  differendo  - differendalium 
expeditis  , qui  ne  vlla  quidem  difficultate  laborant , 
ad  difficiliores  progrediamur  , ac  primo  quidem  ad 
eas  aequationes  , in  quibus  altera  binarum  variabi- 
Vol.  Ul  > D lium 
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lium  x et  y ipfa  non  ineft  ,•  ita  vt  aequatio  propo- 
fita  ternas  tantum  contineat  litteras  x , p et  q vel 
y , p et  q , vtriusque  enim  ratio  fere  perinde  eft 
comparata. 


CAPVT  IL 
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D E 

AEQVATIONIBVS  DIFFE- 

RENTIO  - D1FFERENTIALIBVS  IN 
QV IJBVS  ALTERA  VARIABILIVM 
IPSA  DEEST. 


Problema  95. 

750. 

Pofito  iy^zpdx  ct  dpzzqdx  , fi  detur  aequatio 
quaccunque  inter  tres  quantitates  x , p et  q,  in 
quam  altera  variabilis  y non  ingrediatur  , inucfti- 
Jgare  relationem  inter  ipfas  variabiles  x ct  y. 

Solutio. 

Cum  aequatio  propofita  has  tres  quantitate» 
X , p et  q contineat  loco  q feribatur  eius  valor 
atque  habebitur  aequatio  diffirentialis  primi  gradus 
dua*  tantum  quantitates  variabiles  x ct  p inuoluens, 
quam  fecundum  praecepta  prioris  partis  traftari  , 
ciusque  integralc  inuelligari  oportet.  Integrali  au- 
tem inuento  , quod  fi  fuerit  completum  conflantem 
arbitrariam  complcdletur  , inde  vel  p per  x,  vel  x 
per  p determinari  poterit.  Priori  cafu,  quo  p per  x 

D a definire 
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definire  licet,  vt  p aequetur  funftioni  cuidam  ipfius  x, 
quae  fit  — X , ob  pzzX  fiet  pdx  — dy  — Xdx  , 
vnde  reperitur  y—fXdx-\-Conb.  quae  aequatio  re- 
lationem defideratam  inter  x et  y definit.  Pofteriori 
ca(u  quo  x per  p datur  , et  fun&ioni  cuidam  P 
ipfius  p aequatur  , vt  fit  arrz:P  erit  y-fpdx-Jpd P 
fcu  y — Pp~f?dp. 

Sin  autem  neque  x per  p neque  p,  per  x defi- 
niri queat,  videndum  eft,  num  vtramque  per  nouam 
variabilem  u exprimere  liceat,  vnde  fiat  xzzW  it 
przU;  tum  enim  habebitur  j-fUdV. 

Coroll.  t. 

751  Huiusmodi  ergo  aequationum  diflferenfo- 
differentialium  refoiutio  ita  inftituitur  , vt  reuocetur 
ad  aequationem  differentialem  primi  gradus  inter 
binas  variabiles  X eL/U  qua»  fi  integrari  qneat  , fi- 
mul  illius  aequationis  integratio  habebitur  , accedcn* 
te  quadam  noua  integratione. 

Coroll.  2. 

752.  Si  aequatio  inter  x , p et  q propofita 
ita  fuerit  comparata  , vt  q vnicam  dimenfionem  non 
excedat , vel  fi  ad  talem  formam  reduci  patiatur  , 
orietur  aequatio  differentialis  fimplex , difFerentiaha 
vnius  tantum  dimenfionis  inuoluens , vbi  praecepta 
ante  tradita  in  vfum  funt  vocanda. 

Coroll.  3. 
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Coroll.  5. 

753.  Sin  autem  quantitas  q plures  obtineat 
dimenfiones  vel  adeo  tranfcendenter  ingrediatur,  ten- 
tanda  funt  ea  artificia,  quae  in  fine  fuperioris  par- 
tis circa  relolutioncm  huiusmodi  aequationum  funt 
tradita. 

Scholion. 

754-  Quando  in  aequatione  inter  x , p et  q 
littera  q vnicam  habet  dimenfionem  , indeque  pofito 
? — aequatio  differentiatis  fimplex  nafeitur,  praeci- 
pui cafus,  quibus  integratio  fuccedit,  (unt:  1)  fi  aequa- 
tio haec  differentialis  leparationem  admittat  , 2.)  fi 
alterutra  variabilium  pe  t a,  differentialium  quoque 
- ratione  habita  , vnam  dimenfionem  non  fuperet ; ac 
3)  fi  ambae  variabiles  x et  p vbique  eandem  di- 
menfionum  numerum  conflituant , quo  cafu  aequa- 
tio homogenea  appellatur.  Cafus  minus  late  paten- 
tes , cuiusmodi  (upra  euoluimus , hic  non  comme- 
moramus. Deinde  fi  quantitas  q vel  pluribus  di- 
menfionibus  fit  implicata  , vel  adeo  tranfcendenter 
ingrediatur  , cafus  praecipui  refolutionem  admitten- 
tes , quemadmodum  (upra  docuimus,  funt:  1)  Si 
proponatur  aequatio  quaecunque  inter  x et  q defi- 
ciente p.  a)  Si  aequatio  tantum  p et  q contineat  , 
quos  binos  quidem  cafus  iam  capite  praecedente  tra- 
&auimus.  3)  Si  in  aequatione  propofita  brnac  va- 
riabiles p et  x vbique  eundem  dimenfionum  nume- 

D 3 rum 
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rum  conftituant.  4)  Si  in  aequatione  inter  x,pttq 
altera  binarum  litterarum  x vel  p vnicam  dimenfio- 
nem  obtineat.  5)  Si  aequatio  ita  fuerit  comparata  , 
\t  pofito  x—V11  ; p—ZtLmhl  et  q-l'  aequatio  oriatur 
homogenea  inter  v , z et  t , quae  fcilictt  vbique 
eundem  dimenfionum  numerum'  conftituant.  Se  • 
eundum  hos  ergo  cafus  exempla  proferamus 

Exemplum  1. 


755.  Inuefiigare  aequationem  inter  x et  y r 

(dx’-|-dy,)i 


vt 


pofito  dx  conjlante  haee  formula  dxddy 
tur  datae  funflioni  ipfius  x,  quae  fit  — X. 
Pofito  dy—pdx  et  dp~qdx  , erit 


— aeque- 


( 1 -f- ppY  — (■* 


dp 


idcoque 


dx 

5T 


dp 


{'+PPY 

\bi  cum  variabiles  x et  p fint  a fe  inuicem  fepa- 
ratae  , integratio  dat  t 


p ■ — r<L* 

vi  ■ J x* 

Ponatur  / rz,  V intcgrali  completo  fumto,  erit  V 
lunctio  ipfius  x , hinc 

P — V V ( t ~\~pp ) et  pzx  y ( , — vvT • 

Quare 
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Quare  dy-pdx~  ^yrf , 

vnde  obtinetur 

y — r 

Tum  vero  praeterea  elicitur  elementum 

" y'{dX'+dy)=dxV(,i+pt)~-^T; r, 

cuius  integrale  praebet 

fdxy^+PP)-f7TT~7TT^ 

Coroll.  1. 


75^-  Si  x et  / fine  coordinatae  orthogouales  cur- 


rae , erit 


formula  ii+ptl 


eius  radius  curuedinis , 

rnde  hinc  curua  definitur  , cuius  radius  curuedinis 
aequetur  fun&ioni  cuicunque  abfeiflae  x. 

Coroll.  2. 


757-  Si  ergo  radius  curuedinis  debeat  efle  re- 


ciproce proportionalis  abfeiflae  x,  fumatur  Xr 
eritque 


V=r~-’  = ’-^i,  Iiiac 


0 a 

<7  > 


V f ( xx  -\-ab)ix 

- y ( a*  — { x * -f  0 6 )*  ) * 

quae  conditio  praebet  curuas  a lamina  elaftica  for - 
matas. 


Coroll.  3. 


32  C A P V T II. 

C o r o 1 1.  3. 

758.  Si  fit  Vrrjr",  feu  X~^—  , negle- 

xndx 

<fla  conflante  addenda,  oritur  y—f-rr- — , quod 

K ^ I X ) 

integrale  algebraice  exhiberi  poteft  cafibus , quibus 
eft  vel  vel  »—77  denotante  i numerum 

integrum  pofitiuum. 


Exemplum  2. 

7 59.  Si  pofito  dx  conflante  oporteat  ejfe 
dx(dx,+dy*)  + xdyddy:=raddyV(dx*  + dy*) 
inuenire  aequationem  inter  x et  y. 

Pofito  dy—pdxy  noftra  aequatio  ob  ddyzdpdx 

induit  hanc  formam  __ 

dx[i-i-pp)-t-xpdp—adpV(i-\-pp ) , 

quae  per  Y ( i +pp ) diuifa  fit  integrabilis  , oritur 
enim  : 

xV(i+pp)  = ap+b  feu  x=z~^~-. 

Cum  nunc  fit 

y — fpdx—px—fxdp  erit 

v epp+bp  d plap-p-b  ) 

Vii-hpp)  J VC  • — ppi 
et  integratione  euoluta  : 

- o y ( . +pp)-.tfi±£i±m 

feu 
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TCU  J — y (,-Hpp)  — 0'  -i  rJ1- 

ita  vt  ambae  xariabiles  a*  et  y per  p definiantur. 
Cum  igitur  ex  priori  eliciatur : 

p a S-+-*V( ««-+-»  — xxj  £t  Sr-MrVfoa-t-ft-yal 

erit  his  valoribus  fubflitutis:  • 

a(aa-t-bb  — xx)-hbxV[  a a + bb—xx)  , xxj 

•*  bx -t-a  i/ { aa-+.  b b— x x ) n(x— a) 

feu  y=Y(aa  + bb-xx)-blb+-^'°^-xx). 


Corollarium. 


*j6c.  Si  conflans  priori  integratione  ingrefla  b 
euanefcens  fumatur  , aequatio  inter  x et  y fit  alge- 
braica,  erit  enim  y — V (aa— xx).  Sin  autem  i non 
euanefcat,  aequatio  intcgralis  eft  tranfcendens , et  lo- 
garithmos  inuoluit. 

Exemplum  3. 

•761.  Vofito  dx  conflante  fi  debeat  ejje : 
aaddyV  (aa4-.ra*)4-flfldxdy  z^xxdx* 
inuenire  aequationem  mter  x et  y. 

Pofito  dy—pdx  habebimus  hanc  aequationem 
aadpV{aa+xx)-sraapdxzxixxdx  feu 


dp-y 
Vol  II. 


pi  x _ 


xxdx 


V ( a a x x)  aa  Vi  aa  x x ) 

E 


in 
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in  qrta  variabilis  p vnam  dimenfionem  non  fupcrat* 
Cum  ergo  fit 

/(•*-+- ^ [aa-Y-xx)) , 

haec  aequatio  integrabilis  redditur  , fi  multiplicetur 
per  A-t-VCca-t-**)  » tum  enim  prodit: 

p(x+V(.aa+xx))zzJ TaiiiaZinnr) — feu 

• » / 

P (a-- H ^ ( QOr^-XX  ) ) — a a f y s u a -+-  x x)  1 1 ,oi  at 


/v( 


a»  da _ 


— zx\[xx—  aaa)  v,(<7aq-.v.v)+C  hinc 


p(x  + V(<,a+xx))~  ■ 

Haec  multiplicetur  per  V(aa  + xx)— x vt  prodeat 
aap~==^=^^^  + CV(aa+xx)-Cx 
et  quia  dy  — pdx  erit  integrando 

aay  — — s**-  i a a *-HI ( a «-+-  x x)  V (aa-\-xx) 

-lXxx+C  fdxV  (aa+xx). 

« 

Quodfi  ergo  conflans  C euanefeat , aequatio  inter 
x et  y erit  algebraica  ; fcihcet 

9 a cy  4-600*+*’  =:  2 '{aa^-xx)  V (aa+xx). 

Exemplum  4. 

752.  Pofno  dx  conflante  inuenire  integrale  hu- 
ius aequationis  differentio  - differentialis 

(aady’+xxdx’jddy  — nxdx*dy. 

Fiat 
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Fiat  djzzpdx  ct  ob  ddy—dpdx  habebimus: 

( aapp-)rxx)dpz=.npxdx 

quae  aequatio  cum  fit  homogenea,  ftatuamus  x~pu , 
eritque 

pp(aa+uu)dp—nppu(pdu-\-udp)  fcu 

i p ii  a d ii 

p aa  -♦-(  i~i]m 

quae  integrata  dat 

]P— rrrbj  1 — »)««)-*- Conft. 

Hinc  colligitur 

fi 

p=zC[aa+(  i — , atque 

• n 

x—Cu(aa+[x-n)uu)2{'~nt 

. V i * - 

Cum 'nunc  fit 

.«i— » 

y-px—fxdp  ct  + (j->#)aa)*'— * 

erit 

n ait— i 

y~CCu(aa+(  i - «)««) 1 - «CC fuudu{aa-\i i -n)uu) ' 
Cafu  autem  erit 

Jp  = rh-+- C et  «rrraV^/*-,  hinc 
x~apY ilj  et  y-appY 2l$  —afpdpY 

• 4 . . % i- 

* E 2 Corol- 
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Corollarium. 

753.  Si  fuerit  erit 
x~C*V (aa-t-luu)  et 

j=CC«(flfl  + !aa)-  +'D~CCu[aa-\-\uu)  + D 


ficque  relatio  inter  r et  y algebraice  exprimitur  , 
quod  etiam  fit  fi  n—\ , vel  rr=.\  vel  n~\  etc. 


Exemplum  5. 

764.  Pofito  dx  conflante  integrare  banc  aequa- 
tionem dfferentio  - differ entialem  : 

adxdyJ  + xxdxddy  ^:nxdy  y(dx*+aaddy’ ). 

Fiat  dj-pdx  et  dp-qdx , Yt  fit  ddy-qdx' , 
et  noflra  aequatio  induet  hanc  formam : 

app-\-qxx  — npxV  {i-\-aaqq)  ; 

quae  eft  homogenea  inter  p et  x.  Statuatur  ergo 
p~ux  , fictque 

auu-+-q  — nuV  ( 1 -\-aaqq). 

Iam  vero  efi: 


dp—qdx—udx-\-xdu , 
▼nde  fit  = -M- 


1 — « • • 

At  ex  illa  aequatione  inter  q et  a colligitur : 

_ _ auu  -i-  n u V f t — ii  na  a uu  -f-q+n4) 

3 — uaaauu  — i 

v(  »4 -a  u — wnqautt)4-mV(  1 — nwtftfim-4-a+ttM 

S * — irnaivk— i . 

ficque 
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ficque 

d x du rniggim— r 

x — nJisauu-f-nVl» — wwaiiu-4-a4tt*)B 

Dabitur  ergo  x per  a,  hincque  etiam  pzzux  pera; 
\nde  deducitur  y —fpdx—fuxdx. 

Coroll.  i. 

755.  Illa  aequatio  diScrentialis  transformatur 
in  hanc  .. 

dx  - 4 n — nnaouu — n V( » — nnaauv-4-a*u 4) 

' u • tn— 1 — 2<m-f-(nn — ijaauu 

Tnde  ratio  integrationis  facilius  perfpicitur. 

Coroll.  2. 

7<f<f.  Notatu  dignus  autem  eft  cafus  nn—  2, 
quo  fit 

d x Au  1 -4- au — 1 a «»>'-  ( t — aaua  W i 

x u • l 1 — a u )• 

dx  da  i-t-iau— (i-H>ay»  — du(i — Vi)  ■ adufj — 

x a • 1 —au  ~~  u ~ 1 — eu 

Tnde  Colligitur 

/x=(i— y,a)/K-(3  — *V2)/(x— aa)+Conft. 

feu  xuy*-'(i-au)3-,v’~C. 

Exemplum  <5. 

767.  Sumto  elemento  dsi^V^dx  — | — d y ) (Oit* 
(tante  inuemre  integrate  buius  aequationis 

d^dy— xdsMdy  — adxdsV^ddx^ddy1 ). 

E 3 Polito 
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Pofito  dy—pdx  erit  dszzdxV (t-hpp) , et 
ob  dds~o  fit 


ddx"- 


pip  d x — pqix* 

i —pp  i -+-pp  > 


exiftente  dpzrqdx , tum  vero 


idcoquc  V Udx  -\-ddy)—  jUpil  . 
quibus  fubftitutis  aequatio  noftra  induit  hanc  formam: 
p-qx~aq  , quae  diffentiata  ptaebet  -xdqzadq 

ideoque  dq  rro  et  q Hinc  p—fq  dx~~-^ , 
qui  idem  valor  ex  aequatione  £rr(ar+a)?  fine  in- 
tegratione obtinetur.  Tum  vero  eft  yzfpdxz3^—^  + b t 
quae  eft  aequatio  integralis  completa  binas  conflan- 
tes b et  c inuolucns. 


— - EACLUpTQfn  y. 

768.  Surnto  elemento  dszVfdx^dy5)  conflante, 
inuenire  integrale  huius  aequationis  differ entio «-  diffe- 
rentia/is : 

..  . . i . . • bdx*dt*ddy 

dx  dy-xds  d d y — -y rTi. ^Tsfhr.j. 


erit 


Pofito  dy—pdx  et  dp-qdx  ob  ds~dx Y(i  +pp^ 


« </<(,==£&==& =*£ 
ergo  ds' ddyzzqdx* , vnde  aequatio  noftra  fit 
P <IX — V t * -+-^a  a q q ) • v 


quae 
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quae  differentiata  praebet: 

bdq 

~ x d q ; 

Y(i-\-aa'qq)% 

vnde  concluditur  vel  dqzx o vel  x — 

(i+aaqqY 

Priori  cafu  eft  qzilcy  et  p—*+  > hineque 

y — / P d X . — "1”  y ( c c -+■  a a ) "" I"  /• 


Pofteriori  cafu  quo  x~ 


b 


- fit 


(i  -\-aaqq)* 
bq  aabq 


~~bq 

(.+<,««)■■ + "(« W' 

At  eft 

. +3  aabqdq 

dx  zz i , hmeque 

j * j "sQ4bbq*  dq  • 

dy pdX — ( • 

et  ope  redudionum 

-\bbq-aabbg* 

y l^~\-aaqq)'  * (i-t-aaqq)'' 

Eft  vero 

f dg  q »»-«  r dcf  _ 

* (i+aaqq)*’*’1  in[i-\-aaqq)n  a» 

Ergo 


Digitized  by  Google 


40 


C A P V T IL 


Ergo 

r 4r__—_ 

<t?  — - 


y*t  i -t-oj-j  j)1 

Hinc 


f .if-Jl ef 

<4  — 


1“ * y \-+-aaqq  — a(i-f-aa^) 


(i-t-auq.])1  — |(i-t-aajijy  »a  Ang.  tflng. 

«M?  i ji>!> 


ideoque 

Hq . , A ne  fune  aa 

J — a{ i— |— it[i-i-aaqqj'  i6art“&'  l“uD'  “ 


exiftente 

-b 

X — i i 

(i  +aaqqf 

vnde  fit 

t+aaqq—yl± 

ita  vt  hoc  modo  aequatio  inter  x et  y exhiberi  pofiit. 
Hoc  autem  integrale.,  -**-  fi»pr»  vidimus,  Tantum  eft 
particulare.  . . • 

Problema  96. 

7 69.  Pofito  dy—pdx  et  dp  — qdx , fi  detur 
aequatio  quaecuuque  inter  y,  p et  q,  ita  vt  variabilis  x 
ipfa  in  ea  defit , inueftigare  aequationem  integralem 
inter  x et  y. 

Solutio. 

Cum  fit  q — et  dxrz—  erit  q~fT^y  i*  ae- 
quatione ergo  inter  y , p et  q vbique  loco  q fub- 
ftituatur  ifte  valor  , atque  habebitur  aequatio 

diffe- 
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diflcrentialis  primi  gradns  binas  tantum  variabiles 
p et  y inuoluens , cuius  refolutionem  peri  methodos 
fupra  expolitas  tentari  oportet.  , Inuenta  autem  ae- 
quatione integrali  inter  p et  y inde  vel  p per  y , 
vel y p.nr  p definiatur,  quo  facilius  altera  integratio 
inftitui  pofik.  Si  y per  p commode  definiri  queat , 
vt  y aequetur  fimdtioni  cuipiam  ipfius  p , quae  fit  “P 
vt  fitj^^P,  erit  dx-tl>  hineque 
Sin  autem  commodius  p per  y definire  liceat , vt 
£t  p~Y  denotante  Y fundtionem  quampiam  ipfius  yt 
ob  dx=z^,  habebitur  xzzf  At  fi  neutrum 
fuccedat,  nouam  variabilem  u introducendo  per  eam 
vtraque  quantitas  p et  y definiatur,  vt  fiat  pr:U 
ec  yzzV  , exillcntibus  U et  V fundtionibus  ipfius  u, 
atque  hinc  erit  dx—*-~  , et  x—f^y  ; hocque  mo- 
do per  duplicem  integrationem  integrale  completum 
obtinebitur. 

Coroll.  i.  ;' . , . i:  ’ 

■770.  Huiusmodi  ergo  aequationum  difierentio- 
«Jifferentialium  refolutio  quoque  reuocatur  ad  aequa- 
tionem differentialem  primi  gradns  , cuius  refolutio 
fi  fuerit  in  potcftate,  fimnl  illius  integrale  exhiberi 
poterit. 

Coroll.  2* 

* ' 

771.  Si  aequatio  inter  j',  p et  q ita  fuerit 
comparata  , vt  ex  ea  commode  valor  ipfius  q elici 
queat , hineque  q aequetur  fun&ioni  ipfarum  y et  p 
• Vel.  II.  F quae 
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quae:  <5t  T ,,  erit,  pdp~Tdy  „ quae  eft  aequatio  di£- 
fficqntialis.  pfimi.  gradus,  (imple*,  , i 

untv  f*L_.  i'-’  1 •;?<:  ii 


•cr: 


t r:c: 


• ' r*  ^ ,y  * 

q b/  Oproll. , 3.,  • 

772-  Sin  autem  huiusmodi’  euolutio  notr 
fuccedat dum  littera  q vel  ad  altiores  potcftate» 
e^ciiirgit  ,;  vet,  (ignis  radicalibus,  inuoluitur  , vel  adeo 
tran(ceudcnter;  ingreditur:,  .aequatio  difiercntialis  qui* 
t^/n  .,erft,RVil9i  gradus  fed  complicata  . quae:  me- 
lodis fupra  expolitis,  erit,  trafiaada.,  . ,t . _ /' 

r:  1 i!  1 ' e r ' . 

. Schohon  1.. 

jj  — \773-j  Cum  paucis,  cafibus  aequatiqnes  didere»- 
o^lcs  priip^  gradus  ^t^rari  queant,,  eosdem  eriaim 
fljc.  notafle  et  per  exempla  illuftrafle  iuuabit.  lute*. 

vero  et  reliquos  cafus  quali  folutos  (pedarii 
conuenit , quandoquidem  in  aequationibus  differen- 
tialibus  ahiorum  ortttnum  lff  portrnmum  dcftderatur 
yt  earum  refblutio  ad  ordinem  inferiorem  reducatur.. 
Pcr-petqo.  enim  ia  .fyialyfi  quge  ordjne  tradationis. 
praecedunt,  tanquam  penitus,  confeda  fpedari  folent,, 
epamfi  plurima  adhuc  defiderentur,.  vt  hoc  modo  mul- 
tjtudo  ^efideratorum.  diminuatur.  Ita  quamuis  loiigo: 
adhuc  abfit,  quominus  aequationes  algebraicas  omnium, 
ordinum  refolucrc  valeamus,  dum  adeo  vires  noftrae 
non  vitra  quartum  extenduntur  tamen  in:  Analyfi. 
fublimiori  omnium  iflarumi  aequationum  refolutio- 
aem  pro  cognjra  habemus..  Quod  etiam  vfu  non 
«iset,,  cqm  iq  praxi.  refotu tio'  perapproximatianem,, 

qttUUk 


. » 
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«juam  quousque  lubuerit  ■,  extendere  licet  fufficere 
poflit.  < Simili  modo  etiam  , quoniam  methodum, 
tradidimus  aequationum  differentialium  primi  gradus, 
integralia  proxime  inueniepdi  r merito,  totum  nego-i 
tium,  vt  plane  confe&um,  eft  cenfeudum  , fi  eo  re- 
folutionem  aequationum  diflerentialium  altiorum  gra- 
duum reducere  potuerimus.  Quare  in  hac  fecundti 
parte  ftatim  atque  aequationem  differentialem  fecunda 
gradus  ad  primum  gradum  perduxerimus  , totum 
negotium  pro  confetto  erit  habendum.  ..  , 

Scholion  12. 

• 1 1 • - ‘ 1 * * 1 • - • i i.  i * , . . .z  V ij  -j  ; 

, , 774.  Aequationes  ergo  diflferentio  - di^erentia- 

les , quae  hoc  modo  ad  difierentiales  prlrru  gradus 
reducuntur  , ita  fuot  comparatae  , vt  pofitd.  dy-pdx^ 

«t  dp-qdx  , variabilis  f ipla  iade  tollatur  y,  et  ae- 
quatio inter  folas  tres  variabiles. y (,  p et  q oriatur. 
Calus  ergo  quibus  talis  aequatio  reiolutionem  admit- 
tit, duplicis  funt  generis  ad  ,qpqrum  prius  refe- 
rendi funt  ii,  quibus  q vnicam  olitinet dimenfionem, 
vnde  q funttiont  cuipiam  ipfarum  j et  p aequari 
poteft.  Cum  igitur  fit  ttp\  quam 

ponamus  — T y;refdlutiQ  ;fucccdet:i,r)  Si  T .fit  fun-  ' 
dio  homogenea  vnius  dlmenGonis  ipfarum  j et  p . 
a)  Si  fuerit  T , deTignantibus  P et  Q 'fdh** 

«SioneS  quascunque  ipfius  p xantum  v hinc  enjm  fit 
¥djr^zypdp-+-Qpdp ; quorfum  etiam  refertur  cafus. 


T # -s  roirit 

F a qui- 


J 
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quidem  Y ct  Z fint  fun&iones  quaecunque  ipfius  yr 
quia  tum  aequatio  dp^-Ypdy-^-Zdy , ob  vnicam 
dimenfionem  ipfius  p cft  integv abilis  v quorfum  etiam r 
referendus  eft  cafus  T ~p(Yp~\- Zp").  Pro  altero 
genere  fi  quantitas  q plures  habeat  dimenGones  , veh 
fignis  radicalibus  fit  implicata,  vel  adeo  traofcenden>* 
ter  ingrediatur  , aequatio  inter  y,  p et  q,  refolutio- 
nem  admittet:  i)  Si  pofito  q—pu,  vt  fit 
aequatio  refultet  homogene»  iater  y et  p , inqua 
fcilicet  y et  p vbique  eundem  dimenfionum  nume- 
rum compleant , vtcunque  caeterum  u jin  eam  in- 
grediatur. 2)  Si  in  aequatione  poft  fubftitutionem 
q~pu  , ioter  y , p ct  u orta,  altera  quantitas  vel  p 
vnicam  obtineat  dimenfionem.  3)  Si  pofitayrrv'*-', 
et  uzt*  aequatio  oriatur  homogenea  inter 
ternas  quantitas  v , z et  r,  huiusmodi  enim  aequa- 
tiones fupra  rcfoluere  docuimus.  * 

. • , / * , 1 • , ; j 

Exemplum  i.  ’ 

77 5.  Pofito  elemento  dx  conflante  y Ji  habeatur 
baec  aequatio  differentio  - differentiatis  1 

ddy-fr- Adxdy-f-By  dx*=ro 

r . . 

, 4 ' * 

eius  integrale  completum  invenire. 

Pofito  dyzzpdx  ct  dp—qdx , aequatio  nofira 
erit  '■  . 

t feu  pdp-\- Kpdy -^'kydyzr.o  „ 

- , •'  • quae 
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quae  cum  fit  homogeaea  polito  p—vy  abit  ia 
vvydy-Jr vjryd<v-\- AvydjA-B ydy  - o 
▼nde  fit  „ ■ ‘J 


+5 


iz, 

y 


u d t» 


— o. 


«»  + iV+  B 

Sit  Vt?-f-A«;-f-Brz(v4-tt)(t;4-^) 

▼t  fit  a-h(3  = A ct  a (3= B erit 

hincque  integrando  : 

(r+.-^?/(v+a)-  ^/(V+P)=c  feu 

ideoqaf 
3 — « 

*= iy- =:**,(<,  v-f  a)5^.. 

Tum  vero  eft  . . . 

ax—  p 55  , vnde  ob 

iz — vdv 

* y ri  , erit 

Jv—~ — - **_ — d t>  j _ 

M+l1,+*’  + + , et 

* — «—  3 H-  Confl, 

Verum  haec  refolutio  fit  facilior  fluenti  modo  : 
Cum  fit 

— ~1>iv  ‘ < . *'''! 

j.  -f+.n¥TR  et  dx=c~f^-i-r)  crit 

* + adx=^=l  «t  ^ 4-  p<tx=-£l  , crit 
&'+*x=/tf-/(v+p)  ct  /jr+pJr=^./^+a, 

F 3 Ergo- 
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Ergo  v-h^—ye~ax  et  vnde  flt 

oL-b—lipe-^-ae-**)  ' 
ideoque  mutatis  conflantibus: 

. j—  2Ir-aM-33*-p% 

quae  integratio  lociim  habet , fi  a et  (3  fint  quan- 
titates xcalcs  -et  inaequales.  Cura  igitur  potuerimus 

■vv-^A <u-t-3J^:('U  + a)(t>+P)  erit 

a—\ A-i-V(iAA-B)  et  p ='s A— V(J AA  — B) 


hinc  prout  expreflio  JAA  — B fuerit  vel  pofitiua, 
vel  negatiua  a vel  euanelcens , tres  habebimus  cafus 
cuoluendos : 

• » . • . . w.  ■ ' 

x)  Sit  ]A= -m  et  V(’  A A— B)—  n , eritaequa- 

tionis  propofitae  integrale  completum : 
j — 2|  33  rm*(2(  e-n*4-  33  enx). 

2)  Sit  i A zzm  et  Vf^AA  — BirrnV'— i } ob 
-cof/tr-K^-i-fin  «x  et  ^',,JcV',-cof«x-V-i.firu!uc 
erit  conflantibus  mutandis: 

y tr.  e"™*  (.  (£  cof  n x + © fin.  n x ) iz.  <5  e_"xcof  ( n x + 1 ) 

• 3)  Sit  'JA^lt»  et  V(JAA— B)=ro  , feu  in 
cafu  primo  nro,  ob  e~nx~  i -nx  et  1 -\-nx  fiet 

7 = ,-M(<£-t-2)*). 


\ 


i- 


i > 


>.  *■  •>. 


Coroll. 
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77 6.  Ad  aequationis,  ergo  propofitae  integrale 
mueniendum , aequationis  yy-t-Av-l^B^o  radi- 
ces inutftigari  oportet  ,.|  quibus,  inuentis  facile  erit 
integrale  completum  aflignare..  7 n 

; Co  r o I L 


777-  Haec  autem'  aequatio'  quadratica 
cu+Av-f-B  — o . infignem  habet  analogiam  cunr 
ipfa  aequatione  propoGta  ddy-\-Adydx-\-Bydxx—  o, 
ex  qua  quippe  oritur  fcribendo  t r v y v*  loco  y t 
er  idy 

4*.  Cl  „ 

rv  • t t- 

Co;r  o,l  L z..  , 


.'Mi.  5 

‘ i 


778’.  Formata  autem  aequatione  hac  algebraica 
w-\- Av  + B~o  , 11  eius  fador  Gt  v-\-a  , ex  eo 
ftatim  integrale  particulare  deducitur  y — 
Ginilitcrque  alter  fodor  v + p integrale  particulare 
dabit  y — 35  e~^x  ,,  quibus  coni  undis  obtinetur  inte- 
grale completum. 


Scholion- 

( \ . * • ' •.  v • - • •: 

779-  Infra  methodus.  facilior:  tradetur;  huius-.., 
modi  aequationes  diffcrentio>-  diffcrentiales  tradandi  ,, 
quae-  adeo  ad  talem-  formam 

dd  r -+-  P dy  dx  -4-  Q ydx%— o- 
gatet  * -vbi  . F to  fint  foiidioncS'  quacainque- 
• ipGus 
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quae  cum  fit  homogenea  ponatur  erit 

jdjV(t-{-^)  = ^L[udy-ydu)  feu 
uudyV {aa+ttu)—  abudy—abydu  , 

▼nde  fit 

gy  obdit 

~j  abu  — * u V(a  »+m)' 

Ponatur  V (aa-\-uu)~su  , erit  uuz 

du — tds  nt  dy  —btdt  —tds 

u — i s — i y ' bis  — at  — b ti—  niTi 

pofito  \—in.  Ergo 

idy  V ( n»  i ) — di(  11  -f-  V(  ■ difit— V ( nn  -4-  c» 

y i — n — V( «»  + ' ) 

ideoque 

y ~~  (s-n-V(nn+i  ))«+v;««-+-»>* 

Datur  igitur  y per  j,  yt  fit  y = S,  hineque 

uzz  vTTT^-TT  et  P"  , atque 

AX~  SV  («I  — i)  (T*-iiu-  OV(ij_T ) 

quae  formula  ad  rationalitatem  perduci  et  per  loga-* 
rithmos  feu  arcus  circulares  integrari  poteft. 

Exemplum 

•781.  Pofito  dy  — pdx  et  dp— qdx,  inusture 
integrale  huius  aequationis  ^ ° y« 

Fo/  II.  G Cum 
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Cum  fit  75?  erit 

dy  ( pp+yy ) V (pp  +yy)-  znppydy+ny'  dy-nyypdp 
ob  cuiui  homogeneitatem  ponatur  p — uyt  fietque 

j'dy{uu  ± 1?  - 2 nuuy'  dy  + ny*  dy -nuy'  dy -auy*  du 


V nde  colligitur : 

dy — -nndu  nudu 


y (*tt-+-i}Vli-#-uu) — xuu-~n  (uu-f-iXn— V(i-f-uu)) 

et y per  u definitur;  ex  quo  erit  p—uy  et 

, d_v  _ g Ju 

"X  — uy  — yti-j-uujf 

Cafu  quo  n— 1 erit: 

dy . — u du  Jn(i-)-V(  t-hutt ) ) 

y («*  + ')(V(iiu+i  l — i^  ’ «(*»-*-«) 

et  ax — — mCuu  + Tj — • Eft  vero 

f da  — 7 u . r du  

J u(uu-f-o  Vvuu-t-i) ' ^ — i y — ' ■(.  Ang.  taug*  u 

/du  . — l V(  uu-H  1 )—i  . r du V(nu->-i) 

uV(uu-»-0  * * J lu Huu+,1  — i — 

vnde  colligitur 

- — r V(«a-M  M 1 » 

^ v(i<* o — 1-( 1 —7Cuu+;\ ) et 

r\  r— V(U+||  » 

*— i Ang.  tang.a, 

Inde  eft 

— r —y~ : et  u—  ihiy—uj 

idcoque 

*-=D-V  *-2=2 -Ang.cof.if-* 
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5* 

quae  formulae  introducendo  angulum  0 cuius  coli- 
nus  eft  ita  commodius  exhibentur 

Q 

y~  a(  i—  cof.(p>)  et  xzzl^—  (J3  — cot.l(J>. 

Coroll.  i. 

782.  Ex  aequatione  feparata  primum  inuenta 
folutio  particularis  eruitur  tribuendo  ipfi  u eiusmodi 
valorem  conflantem  , Tt  denominator  euanefeat , qui 
cft  a;V(»fl-i)  hinc  p~yV(nn-i)  et  dxV 

vade  fit  lyzzla-\-xV  [nn  — 1 ). 

Coroll.  2. 

783.  Cafu  quo  n~  1 , hic  cafus  particularis 
praebet  y ~ a , pro  valore  quocunque  alterius  va- 
riabilis; fit  enim  u — o , ideoque  et  pzzo  , ita  vt 
ex  aequatione  dy—pdx  quantitas  x non  determi- 
netur. 

Scholion. 

784.  Si  y defignet  radium  vedorem  ex  pun- 
do  fixo  ad  curuam  quampiam  dudum,  et  x angu- 
lum , quem  ifie  radius  cum  reda  quadam  pofitione 
data  conftituit , formula  - p-^ pl^.yy—^y~  expri- 
mit huius  curuae  radium  curucdinis.  In  exemplo 
ergo  propofito  eiusmodi  quaeritur  curua  , cuius  ra- 
dius curucdinis  aequetur  ipfi  ny , cui  quaefiioni  cafu 
n — 1 vtique  fatisfacit  valor  y— a qui  praebet  cir- 

G 2 culum 
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culum , qui  etiam  ex  aequatione  integrali  colligitur 
y— C(i  — y (u  u'-+- , J fumendo  conflantem  C infini- 
tam , tum  enim  necefle  eft  fit  azzo  et  pzz  o fic- 
que  angulus  x non  determinatur.  Praeter  circulum 
autem  infinitae  aliae  lineae  curuae  fatisfaciunt.  At 
fi  /t>»  i,  folutio  particularis  ly  V (nn—  i) 

praebet  fpiralem  logarithmicam  , praeter  qnam  au- 
tem etiam  infinitae  aliae  curuae  fatisfaciunt ; cafibus 
autem  »<£i  nulla  huiusmodi  folutio  particularis 
locum  habet , fed  formulas  pro  et  dx  inuentas. 
reuera  integrari  oportet. 


Exemplum  4- 

785.  Pofito  dy— pdx  et  dp— qdx  inuenire 
relationem  inter  x et  y , vt  fiat  a. 

Cum  fit  q — Pi y,  ponatur  pp-\-yy  — zz  , ob 
pdp  zzqdy  erit  qdy -\-ydy~zdz  fcu  q-\-y -zz—--.. 
Aequatio  autem  propofita  induit  hanc  formam  :: 

zr=a(2zz-yy—qy)z=a(2zz—*j£j  fcw 
zzdyzz  zazdy—aydz. 


xnde  fit 

dy  — ad  g u tdy  — £z 

y 7 a z — zz  y a 

quare  integrando  colligitur  s 


«f=rr=i  et  pp  — zz- 


Cz 

afl  — * 


H- 


dz 

ift-i i 


— zz  - »T . 

“ »'•  — * 

At 
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At  eft  X-^fy  ergo 

PP—lC-i-yy)*  yy — (C-+-»)*  • 

Hinc  igitur  oritur 


dx~ 


(C-t-yy)dy 


>V  ( 4 aojr>  — (C-k»J*) 

fit^~a  erit 

j (C-4-_u)_d« 

« ■*  — i u V ( * a a u — ( C -f-  u J’ ) • 

Haec  aequatio  traftabilior  redditur  ponenda 
uzz zaa-C-^-iacoifyV  (aa— C) 
fit  eniiiT 

j. — ad  $(a-»-«>/.<Py(q  a — C)y 

***  — j ut  — C -j- 1 a coj.  (J)  v ( a a — C ) 1 

S dX  =:”  ,aa-"c~tf^Vt  iT^cV 

quae  integrata  dat 

**=<-$-Ang.cof.^^ 

poilto*  — .Va— Z C)  >’  Tt 

et  n^CJsri^Sfcsar 

Pii  neque  yy  — 1+1(1— mm) 

▼nde  fit 

»nf  f^  — yyi' 4-Vf i— 1 wm))-iaa  „►  m-t-cvf.t)  _yyQ-»-V( i-imn)V»aaf i-wmy 

CUI.  vjj  __  aBafl  Cv  — wmj)  ) 


G s 


CorolL  r. 
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C o r o 1 1.  i. 

78 6 Cum  fit 


erit  yv-aa 


i ■+■  VC  i — m m) 

•~\-bb-\-o.ab  cof.  <P  fi  ponatur  b — a-  '~V( 
vnde  fit 

et  V(i-m«)=  “°-66 


j 06 

W — 


bb 


■ bb 


hincque 


y /fv  * _ joi-+-(oo-f-66)co/'.$ 

* % — S Ang.  COf  aa  + b b -t-ab  coj.Q 
a AT— ^ - 4)  - Ang.  fio. 

C o r o 1 1.  2. 

787.  Si  Tt  fupra  radius  vetfor  y cum  an- 
gulo x referatur  ad  lineam  curuam  , hanc  curuam 
circulum  cffe  oportet  radio  —a  deferiptum.  Fit 
autem  fumto  yrzaa+bb-iabcoLQ), 

hincque  x — £ 

ad  Geometriam  rem  facit  perfpicuam. 


Ang.  tang.  cuius  applicatio 


Exemplum  5. 

7S8.  Sumto  e/emento  dx  conflante,  fi  propona- 
tur haec  aequatio  ddy(ydy  + adx)zdy(dx’+dy’)  , 
eius  integrale  inuenire. 

Pofito  dyzzpdx  et  dp—qdx  habebimus: 

q{pv-\-a  )—  p{  1 ~\-pp)  et  ob  q—^* 


dy 


dp[py-\-a)  — dy{i-Jt-pp ) fiue 
dy  — l?l±-  — adP 


pp 


■pp 


quae 
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gnae  integrata  dat 

vnippj  “ vTT^7F>  ■+■  * ideoque 
J-ap+b  V ( i +/>/>)  et  x-fy-alp^- b!'f\~V(s  +pp))+c 

ita  vt  x et  y per  eandem  Tariabilem  p expriman- 
tur. Si  conflans  b fumatur  — o,  obtinetur  integrale 
particulare 

y — ap  et  x—alp^rC—al\  -f-C 

feu  in  exponentialibus  / — C#*:  *.  Sin  autem  fuma- 
tur b sza  ob 

P+V(t+pp)=’-  et  p=U=£  erit 
x—aly-2~£  -+-  C feu  yyzz aa-+-Ce*'u. 

Exemplum  6. 

789.  Sumto  dx  conflante  huius  aequationis  dif - 
ferentio  - differentiatis  d y’-yddy-nV'(dx1dy,-f-aaddy‘) 
integrale  inuenire. 

Polito  dy—pdx  et  dp  — qdx  erit 
pp-qy-nV(pp-+-aaqq) 

quae  fcdto  q~pu  , vt  fit  pu  , ideoque  dp~udy 
abit  in 

pp—puy—  npY ( 1 -+-aauu)  feu 
P~uy=nV(x-\-aauu). 

lam  quia  dpzzudy  differentietur  haec  aequatio, 
fnxlibitquc 

"/  * = 7^-TSTuT  hiQC 
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hinc  vel  durz  o vel  y rr 

1)  Cafu  du~o  fit  ara,  p-*y  + (J,  et 
hincque  ax  — l(ay-±-$)-+-C. 

\ r.  — n aau 

2)  Si  y — 

p — a/+ « V ( 1 -+-  g au u )— , t ,■+„ --y  hincqno. 

**=  ^ = r^Taini  « — -aAng.tang.aa-f-C 

rei  ob  « = > aequatio  inter  * et  > quae- 

fita  erit 

bj=T-  --  Ang.  tang.  V(„aa3,_^-)  rr  Ang.  fin. 

vnde  fit  Haec  autem  relatio  tan- 

tum pro  integrali  particulari  eft  habenda. 


CAPVT  HI. 
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D E 

AEQVATION  IBVS  DIFFE- 

RENTIO  - DIFFERENTI ALIBVS  HO- 
MOGENEIS  ET  QVAE  AD  EAM 

FORMAM  REDVCI  POSSVNT. 

« • . • 


Problema  97. 

790. 

Aequationum  differendo  - differentialium  homoge- 
nearum  naturam  explicare  , atque  ad  formam 
finitam  ponendo  dy~pdx  et  dp—qdx  accommodare. 

Solutio. 

Sumto  elemento  dx  conflante  aequatio  diffe- 
rendo - differentialis  vulgari  modo  exprefla  dicitur 
homogenca  , fi  non  fblum  ipfis  variabilibus  x et  y , 
fed  etiam  earum  diflerentialibus  dx  et  dy,  itemque  ipfl 
ddy  , fingulis  vnam  dimenfionem  tribuendo  , omnes 
aequationis  termini  eundem  dimenfionum  numerum 
contineant;  veluti  in  hac  aequatione: 

xxddy-irxdx1 -\~ydy  -zzo  , 

vbi  in  fingulis  terminis  ternae  infunt  dimenfiones. 
Vol  U.  • H Qiiodfi 


CAPVT  III. 

QuodG  ergo  ponamus  ~ — p r ac  — f > 

littera  p nullam  dimenfionem  , littera  vero  q vnam 
dimenfionem  uegatiuam  continere  erit  cenfenda.  Hinc 
aequatio  differentia  - diffcrentialis-  ad  formam  hic 
receptam  redudta  , vt  nonnifi  quantitates  finitas 
x ry  % p et  q contineat  , erit  homogenea  * fi  litteris 
x et  y vnam  dimenfionem  tribuendo  , litterae  p te- 
*o  nullam  , ar  litterae  q vnam  dimenfionem  nega- 
tiuam  , in  lingulis  aequationis  terminis  idem  oriatur 
dimenfionum  numerus.  Viciflim  ergo  quoties  haec 
proprietas  in  aequatione  inter  quaternas  quantitates 
x , y r p et  q propofita  deprehenditur  , ea  aequatio 
erit  homogenea  et  forma  vulgari  exprefla  maoifefto 
homogeneitatem  prae  fe  feret. 

Coro  11.  r. 

79  r.  Si  ergo  in  aequatione  tali  homogenea 
inter  x,y,pc t q ftatuatur  yzZux  et  f — , omnes 
termini  eandem  poteftatem  ipfius  x continebunt,  qua 
ergo  per  diuifionem  fublata  , aequatio  prodibit  tres 
tantum  variabiles  a , v et  p inuoluens. 

Coroll.  2. 

792.  Critcrium  igitur  aequationis  homogeneae 
inter  quatuor  quantitates  x , y , p et  q propofitae 
in  hoc  confiftit,  vt  pofito  yrzux  et  q — z , quanCi- 
tas  x prorfus  ex  calculo  exterminetur. 

Coroll.  j. 


1 
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C o r o 1 1.  3. 

793.  F.itffa  itaque  hac  fubffitutione,  qua  obti- 
cetur aequatio  inter  ternas  quantitates  u , v et  p , 
cx  ea  pro  lubitu  vel  p per  u et  v , vel  v per  u 
et  p , vel  u per  v et  p definiri  poterit. 

Scholion. 

794-  Simili  modo  ideam  homogencitatis  in 
aequationibus  differendo  - differendalibus  conftituimus, 
.quo  in  aequationibus  differendalibus  primi  gradus 
fumus  vfi.  In  his  quidem,  cum  differentialia  fponte 
■eundem  dimenfionum  numerum  conftituere  debeant, 
liomogeneitas  ex  folis  ipfis  variabilibus  a4  et  y diiu- 
jdicatur.  At  in  aequationibus  differendo  - differentia- 
Jibus  praeter  ipfas  variabiles  x et  y etiam  litterae  q 
ratio  in  computo  dimenfionum  haberi  debet , ita  ta- 
men vt  ipfi  vna  dimenfio  negatiua  fit  tribuenda  ; 
littera  autem  p in  hunc  computum  plane  non  in- 
greditur , quae  ergo  vteunque  aequationi  implicetur, 
homogeneitatem  non  turbat.  Plurimum  autem  in- 
tereft  probe  nofle  indolem  differendo  - differentialium 
aequationum  homogenarum  , cum  carum  refolutio 
ad  relolutionem  aequationum  differentialium  primi 
gradus  reduci  poffit,  ita  vt  .fi  haec  fucceflcrit,  etiam 
ipfarum  aequationum  differendo  - differentialium  in- 
tegratio habeatur  , id  quod  in  fequenti  problemate 
luculentius  offendemus. 

H a ' Problema 
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Problema  98. 

795.  Propofita  aequatione  differentio-  diffcrcn- 
tiali  homogenea,  eius  refolutionem  ad  integrationem 
aequationis  difierentialis  primi  gradus  reducere. 

Solutio. 

Redufta  aequatione  ponendo  dyzpdx  et  dpzqdx 
ad  formam  hic  receptam  vt  habeatur  aequatio  inter 
quatuor  quantitates  finitas  x , y , p et  q , ponatur 
y—ux  et  q=- \ , ac  cum  aequatio  fit  homogenca , 
hoc  modo  quantitas  x penitus  ex  calculo  elidetur  , 
ita  vt  proditura  fit  aequatio  inter  ternas  quantitates 
uy  v et  p,  ix  qua  vnam  per  binas  reliquas  defini- 
re liceat  Nunc  igitur  cum  fit  dy~pdx  erit 
'vdx-hxdu-pdx  hineque  Deinde  ob 

dp-qdx  erit  dpz = ~-x  t ideoque  i « quo 

dupl  ci  ipfius  ~ valore  colligitur  p_“  — ^ ieu 
vdu—pdp-udp.  Quodfi  ergo  ex  illa  aequatione 
quantitas  v definiatur  per  binas  p et  u r habebitur 
aequatio  differcutialis  primi  gradus  inter  binas  varia- 
biles p et  u , cuius  integratio  fi  fuerit  in  poteftate, 

r _ . d x du  . 

vt  p per  u innotefeat  T aequatio  — pzrz  , >n  qu* 
variabiles  x et  u funt  reparatae,  integretur,  ficque  x 
per  u definietur r vnde  fit  yziux;  (eu  ftatim  in  hoc 
ihtegrali  loco  u feribatur  £ , et  habebitur  aequatio 
inter  x et  y quaefita. 


Coroll.  x. 
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CorolJ.  i. 

7 96.  Totum  ergo  negotium  reducitur  ad  in- 
tegrationem huius  aequationis  diffcrentialis  Cmplicis 
•L'du  — pdp  — udpi<y\it  fi  ope  regularum  fupra  tra- 
ditarum expediri  queat  , fimul  aequationis  differen- 
tio  - diffcrentialis  integratio  habetur. 

CoroII.  2. 

797.  Simul  autem  patet  refolutionem  huius- 
modi  aequationum  duplicem  integrationem  requirere, 
Tnde  duae  quantitates  arbitrariae  conflar.tes  ingredien- 
tur , quibus  integrale  completum  confUtuitur. 

CoroII,  3. 

798.  Etiamfi  autem  integratio  vdu-pdp-udp 
non  fuccedat , tamen  ingens  lucrum  efl  rem  eo  per- 
duxifle  , cum  fupra  methodus  generalis  fit  tradita 
integralia  omnium  aequationum  dificrentialium  primi 
gradus  proxime  a (lignandi. 

Scholiorr. 

799.  Operae  igitur  pretium  erit  eos  cafu* 
perpendere  , quibus  aequatio  vdu—pdp—udp  inte- 
grationem admittit  ; quamobrem  examinemos,  qnalis 
fuinftio  v debeat  effe  ipfarum  p et  u r vt  hoc  eue- 
niat.  Primum  autem  patet  hoc  fieri  , fi  v fuerit 
funftio  homogenea  vnius  dimenfionis  ipfarum  p et 
quoniam  tum  ipfa  hacc  aequatio  fit  homogenea  ac 

H ? per 


1 

. 
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per  regulus  fupra  expofitas  ad  integrationem  perduci 
potefi.  Deinde  etiam  integratio  fucccdit  fi  fuerit  <a 
fnndio  quaecunque  ipfius  p , quoniam  tum  altera 
■variabilis  u vnam  dimenfionem  non  fuperat , et  ae- 

quationis  du+^Zz*^  intcgrale  eft  e v uzfe 
Tertio  integrationem  abfoluere  licebit  , fi  v fuerit 
fundio  quaecunque  quantitatis  p—  u.  Pofito  enim 
p~u~s,  vt  fit  v fundi  io  ipfius  s , ob  pzzs+u 
noftra  aequatio  erit  vdu-fds+sdu,  ideoque  duz'£s 
et  uz:f’v-sj  , quae  integratio  adeo  ad  formulas  fim- 
plices  eft  referenda.  Quarto  manente  s—p—u  , fi. 
P,  Q,  R denotent  fundiones  quascunque  ipfius  ’s 
aequatio  nofira  vdu~sds-\-sdu  tradari  poterit,  fi 
„ . P s 

fuerit  v ~ s -4-  , tum  enim  fit  Fdn-Qudf 

Quinto  etiam  patet  ,•  fi  denotantibus  V 
et  U fundiones  quascunque  ipfius  u , fucr  t v~  r 
V/j-HUj-'',  integrationem  quoque  fore  in  pote- 
flate,  fit  enim  aequatio  nofira  \ sdu  + \3  s*~' duzdr. 
Atque  in  genere  fi  aequatio  difF.reutialis  dsziT.du  fuerit 
intcgrabilis  , txiftcnte  Z fundinne  binarum  variabi- 
lium s et  u,  cum  nofira  aequatio  fit  sdsz(v- s)du, 
habebimus  vzzs-\-7*s  pro  omnibus  cafibus  integra- 
tionem admittentibus. 


Exemplum  i, 

8oo.  Sumto  elemento  dx  conjlante  , fi  propona- 
tur haec  aequatio  xxddy  — xdxdy-j-nydx'  eius  in- 
tegrate inuenire.  . - ■ Pofit® 
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irnrf/^0  d-pdX  et  dP~9*x,t rit  qxx-px+ny 
tnde  fodo  y_  ux  prodit  qx-p^-nuz =«,  ita 

t fun^io  vnius  dimenfionis  ipfarum  p et  a et 

IZTcl*  ^d^P*P-«4  fiat  homo 

' C+"““+'P“=PP  et  /»-„+^c+(„  + 0„) 

Habebimus  ergo  ^-r  rx  — d“ 

nuo  integrata  dat  * V 


a« 

! c -<-( n , j „ k j y.  quae  de- 


'* = viri-- 1 «iiii».,  ftii 

I)+V(C+(»+,)BU). 

hineque 

DV*«+o_a  D^+1)#V(»4- 1 )-C 

fit  D — /V(«+i)  et  C— g(n+i)  vt  habeatur 

fx'«^-zfx^u=s , exi(kate 

Cafu  quo  »=-1,  ob  **=£,  «it  */*  = «=* 

ideoque  / — a.x]j-.  At  (i  «4-t  iit  numerus  □egtk- 
tiuus-  integratio  etiam  angulos  implicabit. 

• • } 

CoroN.  r. 


8oi.  Si  fit  aro,  huius  aequationis  xxddyzxdxdy 
mtegrale  completum  erit  fjx'-^fyrTgi  qui  caftls 

per  fe  eft  perfpicuus.  Cum  cx  *-£  — fluat 
zi—fx  et  a/  —fx  x — £■. 

COI  Oli.  2. 
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Coro  11.  2. 


802.  Si  fit  »=3,  aequationis  xxddy^xdxdy+zydx* 
integrale  completum  eft  jf x*  — zfxy—g.  Idem 
euenit  fi  loco  V(»4-i)  Icribatur  —a,  fit  enim 
*P>-~~r=xg,  et  j f—zfxy—gx*,  vtraque  redit  ad 

Exemplum  2. 

803.  Sumto  elemento  dx  confiant  e. , fi  propona- 
tur haec  aequatio  ^-^^^Vfmxxdj^-t-nyydx1)  , 
eius  integrale  completum  inuenire. 

Ob  dy~pdx  et  dp~qdx  habebimus 
qxx~  V(mppxx-i-nyy)t  quae  polito  y~ux  abit  in 
qx—Y (mpp-\-nuu)zzv  ob  q— 

Quia  ergo  eft  ^ — f~-  — v > erit 
du  V [mpp-\-nuu)zz(p  — u)dp 

quae  eft  aequatio  homogenea.  Poaatur  ergo  pzzsu 
et  prodit : 

duV  {mss+n)—(s—  i ){sdu-\-uds)  hincque 

du  — ( s — , ) it 

u y(  nil  + « j"_  ti-t-i 

t%  qua  fit 

• " V . 

dx _ i « dt 

* U — ‘ i u y (mifi )— ' TT+7 

V 

▼ode 
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vnde  tum  «zzi  quam  x per  eandem  variabilem  / 
determinatur. 

Exemplum 

804..  Swnto  elemento  dx  conflante , fi  propona- 
tur haec  aequatio  nx'ddyrr(ydx~xdy/  eius  in- 
tegra/e inuenire. 


PoGto  dyzpdx  et  dpzqdx  erit  nx'qz(j-pxfzjtxxv 
ob  qzzv~.  Si  iam  ftatuatur  y — ux  fiet 


nvzz(u—p )*  et 


dx d u . — i_p  , n d p 

'x  p — u v ( p — * j» 


vnde  habetur  ndpzzpdu—udu : quae  fafto  p-u—r 
abit  in  ndu~\-ndszzs  d u feu  duzz.fi*!.  hinc 

uzznltj=~.  Tum  vero  ob  p—uzzs  erit 


¥=V==jR K£r«  *=/rr  *«*** 

* ==  -pr  .at  j—nxl’—^. 


Cum  ergo  fit 

' = rrjnr  erit  /= 

Corollarium. 

805.  Aequatio  nx*q  — (y—px'f  , facilius  re- 
foluitur  ponendo  j' — par  — z , vnde  fit  — xdp—dz\ 
quare  ob  qdxzzdp  erit  nx  dpzzzdxz— nxxdz  , 
ideoque  lxzla^-\  feu  *-=r  = jrzrpr  ergo  y~pX-'fi*x 
ZZ  2dx-^Jz.  Ollare  y ix~xdy.  — _JLLL*—  et 
y~~nl  4-  C vt  ante. 

Fi?/.  //.  I Exem- 


«k 


. 
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Exemplum  4. 

8o5,  S umto  dx  conflante  Y fi  proponatur  haec 
aequatio 

(dx’-hdyr) v''(dx?-+-dy*):=.ndxddy  V(xx4-y  j) 
integrale  inuenire „ 

Pofito  dyrzpdx  et  dp~qdx  , aequatio  pror 
pofita  hanc  induit  formam  : 

( * +PP)V  ( 1 +pp)—”qv(.xx+jj} 

quae  fafta  j~ux  et  q~v-  tranfit  irr  hanc 

(: r+ pp)l/ (i+Pl >)- -nvV(i+uu). 

Cum  igitur  fit  q = fis.=a,  ob 

3 

erit  ( i-+-ppy du~u (p—u)dpV(i  +«a)  cuius  refo- 
lutio  non  fpontc  patet.  Calculum  autem  ad  angulos 
reuocando  fit  prtang.Cj)  et  u~t ang.w  erit  dp~^ r; 

p-“=45ffe=-’  r hinc<)ue 

1 d a n Jm.  ( 9 — m ) » 

co;  lj)'‘c0/.  w’  co/.  4)  C0J-  <*l  *co/.  u ‘coJ.<p*  UU 

«//Cpfin. (({5  — </&))  ergp> 

j/t\ d 0' — da 

" ^ — ■ 7—nJin.  ( 0 — jy 

PoGto  ergo-  <p  — erit 
<b.=zf — djp  t u — r 

^ * 1 — njin.  xfc  J 1 —»/111^  t 

hiflC 
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hinc  ob  />  — tang.(P;  »:=tang.  co  , obtinetur 

i x d v rof.  (t>  cof.  (i) d hi  cof.  $ n d vf/  cof.  <J)  

k Jjb.  jiik  (f  ctf.  w eo/,  u ( « — n Jin. 


Cafu  *—  i , fit 

CTS°  ' ' 

<r>=M"S-++^p-=1^1+o; 

dx  ___  d $ cof.  $ d 3>  cof.  $ . , 

x coj.  u coj.  $ coj.  «j,  -+.  jm.  $ y,„.  tp  * 

Cum  autem  fit  <£>— a =vtZZ$-  «« 

/in  vlv  — r ( - — ?.?*  1 rr»f  *|i  — 1 ( ‘I*  — « ) 

^ ( (p  — « J»  -t-  , » tU1  t 

Er  20  — — d CP  eo/.  $ ( ( $ — «)’»  -+-  1 1 

• x *(  Q — * ) “A  <P-+-(  $ — a..)' Jio.  <J) — 0 • 

Coroll.  i* 


807.  Si  cafu  n~  i fumatur  conflans  * infi- 
nita , erit  fin.  4-— J,  hinc  \pr=yo°  et  urO-oo4* 
tum  verot  — — ■ Jin.  <§■  , ideoque  Jt:rdfin.<P  et 
«—-cot.jp  j ergo  j — cof.  (p  , et  xx+yy=z  a a, 

Coroll.  2. 

'•  * ; * ••  : \ 

808.  Eodem  autem  cafu  nn,  quo  conflans* 
non  fumitut  infinita , iradtionis  cui  aequatur , 
numerator  commode  eft  differentiale  denominatoris  j 
vnde  fit 

xrr«[((p— a)'fin.<p  — fin.(p+2((P— a)cof.(p). 

.»  Ia  Tum 


\ 
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6* 

Tum  vero  eft 

u = (p-  Ang.tang.  r «l«>que 

tang.  (p  — —-7®  ^rr  . 

ag ><p  *« 

„ _ , r ® - « > r?n.  <D — c 0 -■}!£*•  <L±l2f--2  confequentcr 
5-  - (%r7-)*7ITT--/Tiir-+-  ^ , “ 

^=-a((Cj5-a)*cof.(p-cof.Cp-a(4>-a)fin  <p,  et 

Scholion  r. 

809.  In  genere  etiam  integrationem  abfoluere 
licet.  Cum  enim  fit 

Jrfv d*  n i*  — « crjt 

«<P  — r="S3^.^P  ” 7 ~ «*■“  ’ 

Q-H^yrrhiTi  Ang.  cof  . • „ 

^(4H°a)l' (1 -«»)  = & erit  coC f r hmccilie 

fin.vP=^etcof.^^r^ 

At  ob  u — (p-vp  , habebitur 

AX  ' • n i 3)  cof.  $ ( r -*  ” _ , 

■5-  — cof^Tnr.  nir-nn ) -t-/»-  $1 • - «*■  *’* 

Jam  cum  fit  rf*  = <«P V (1-*«),  difierentiale  huius 
denominatoris  eft  . 

-dCpfin.Cpfini  VI  1 -n«)4  ^<pcof.<pcof.  6(  1 -n^+n^ofCp 

-d<Jkof.CpcoC0+<flpfin.<pfin.0V(i  -nn) 

i .ii.  quod 
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quod  redit  ad  nd§cc>"  (J)(  i — acof  0 ) ipfum  fcilicet 
numeratorem.  Ita  vt  fit 

^=a(cof  fin. d v' ( i-n«)q-fia.<j)(fl-cofi0)) 

feq  x~a£ol.  o»(  i — «cof.  0 ),  ideoqire 

j— ux  — ofia. cd(  i — ncof  $). 

Aflumto  ergo  angulo  0,  quaeratur  angulus  4 vt  fit 

« cofi^pz&J^Vfx-»»). 

tum  vero  fiat 

05  — T~~  «Tj  ~ «~4 
eritque  integrale  completum 

xz a(  i — ncoC.  6 )coC  a etjza(i  — ncof.GJGn.u. 


Scholion  2. 

8 io.  At  fi  numerus  ti  fit  "vnitate  maior,  haec 
integratio  fit  imaginaria  , quod  incommodum  vt  tol- 
latur, notandum  eft  aequationis  </(|)  — ( — inte-* 
grale  efle  : 


>y  f n—  I ) f I <S  V ( n-t-  I )(  1 —Jin.tfn 
i ( 1-  ,;(  . -I- 1».. ^ — v t * — Ji-uv)* 


Quare  fi  ponatur  ((j54-a)V(»n— i )— - 0 , vt  fit 

d$zd<pV(nn-i)  et  <oz$-4=^77-a-4 
erit 


4-fin_4) (n—i)(i  +fin  4) 

^Tfm. \j7)~ ’ cof. 4» V(nn-i) 

I 3 vnde 
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Ytide  rcperitur: 


ita  Yt  ex  angulo  -0  definiantur  anguli  (p  , \p  et  a. 
Cum  iam  fit 


dx. niTleof.^ «d3>CT/.$ 

X coj.  u COJ.  <J)  coj.  <j/  -Hji».  $jm.  + 

dx  H</(pcof.(p(n^-{- 2 M 

x coi.  (P(e®-*— ' ')  V {tin- xj-j-lin.Cp^-i-  zn-\-e~*) 

Ybi  iterum  commode  euenit  , Yt  numerator  fit.  ip- 
fum  differentiale  denominatoris  , quemadmodum  dif— 
ferentiationem  inflituenti  mox  patebit.  Hinc  ergo 
erit 

.rrafcoCCpf^-^VCww-i  )-j-fin.(P(c,'+  2 n-\-e~*))  feu 
tr^coCu^-i-i-f-ne'*)  et  ob  a-2-rtang.u  fit 
jrsa  fin.  u 


Quocirca  ex  angulo  0 primo  quaeratur  angulus  vp, 

Yt  fit 


fin.  vp— 


£*-+-  2 v-\-e~* 

Wt®4-2+«f~ 4 


et  coCvp  — 


(e*-e-*)V(nn-i) 

nS+z+ne'-* 


quo  inuento  capiatur  angulus  u =r  — i— . _ — a — vp  , 
ac  formulae  illae  pro  x et  y inuentae  dabunt  in- 
tegrale  completum  ob  duas  conflantes  a ct  x intro- 
du&as. 


Scholion  3. 
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Scholion  3.  - ■ 

8u.  Cum  h ie  praecipua  pars  rntegrationis  for- 
tuito fucceflifle  videatur  r operae  praetium  erit  in 
eius  caufam  inquirere  , num  forte  ratio  integrandi 
clarius  perfpici  queat.  Cum  igitur  fit  r 

et  hineque 

= aeqaatio 

T ob  cof.  cp  - cof.  \J/  cof.  w— fin.41  fin.  u 

in  tres  has  refoluitur 

\ £ = »</$«*.  vjy-  quae  05 

induit  hanc  formam  integrabilem  r 

rfl  . « i cof.  <p dufin.ta 

x * — 1 n co/.  tu 

ex  qua  elicitur  : 

■ M etjr— ob  jrax-xtang.ov 

En  ergo  in  genere  aequationis  noflrae  hanc  integra- 
tionem. » Anguli  u et  \J>  hanc  inter  fe  teneant  re- 
lationem i vt  fit  t 

duzz  7^”,^,,  tum  vero  erit 

a co/.tu.  afin.t 0 

X — 1 — u y — ■ 1 - njin.  $ '* 

Qnodfi 
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Quodfi  ergo  ponamus  V (xx+yy)zzz  , Tt  fit 
x—  zcof.u  et  ^rrafin.a»  erit 

2=  et  fin*4'=^rf  , hinc 

duzz  i *xzJDi±-:  At  fit 

v ii.  — t _ — erp0  d co  — (z— 

' zV(wizz—  (z — jj*)  ^ Zyfinnzz — (z- — $;*) 

Tnde  angulus  oj  per  z definitur.  Ad  irrationalitatem 
tollendam,  fi  ponamus  V (mzz-(z-a)')=s(nz+z-a)  fit 


* — ‘t'H - • ! 

I"+| 

— tdi 


et  du  — 


i n d s(  1 1 — i ) 


(i  i + i ) ( # i ) i j — ( n—  O ) I 


feu  du  zz  — — 

quae  integratio  eft  manifefta. 


Problema  99. 

8 1 a.  Si  aequatio  differentio  - differentiatis  tum 
demum  fiat  homogenea,  fi  alteri  variabili  y tribuan- 
tur n dimenfiones,  eius  integrationem  ad  aequatio- 
nem difierentialem  primi  gradus  reducere. 

Solutio. 

Pofito  dyzzpdx  et  dpzzqdx , vt  oriatur  ae- 
quatio inter  quaternas  quantitates  finitas  x , y , p 
et  q , quae  quomodo  ratione  homogenei tatis  futura 
fit  comparata  , videamus.  Primo  ergo  cum  pro  x 
vnam  dimenfionem  numerando,  variabilis  y habeat» 
dimenfiones,  quantitati />- tribuendae  funt  »—  i 

dimen- 
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dimenfiones  et  quantitati  q~j{,  «—a  dimenfiones. 
Quocirca  ponamus : 

y — x*u  , p—x*~'t  et  q~x*~'v 
ct  ob  dy—pdx  et  dp  — qdx  habebimus: 

xdu+nudx—tdx  et  xd(+(n~  i)tdx~ vdx  * 
vnde  colligimus: 

d x d u d t 

* t — n u ~v  — ( n — i ) t 

ideoque  du[v-  (»—  i )t)z=dt{t  — nu). 

At  fa&rs  fuperioribus  fubfti  tutionibus  in  aequatione 
inter  x , y , p et  q per  hypothefin  variabilis  x ex 
calculo  extruditur  , ita  vt  prodeat  aequatio  inter 
tres  tantum  variabiles  u , t et  <u,ex  qua  litteram® 
per  binas  f et  # definire  licebit.  Quo  valore  fub- 
flituto  habebitur  aequatio  differentialis  primi  gradus 
inter  binas  variabiles  u et  /,  ex  qua  t per  u deter- 
minari queat , ope  aequationis  ~ ~ r>  definie- 

y 

tur  x per  u hincque  ob  obtinebitur  aequatio 

integralis  inter  x et  y , eaque  ob  duplicem  integra- 
tionem completa. 

C o r o 1 1.  i. 

813.  Aequationum  ergo  inter  X , y , p et  q 
hoc  modo  tractabilium  hoc  eft  criterium  , vt  pofito 
y— xnu  , p—x^t  et  q—xn~'vt  exponens  n eius- 
Fol  II.  K modi 
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modi  determinationem  patiatur,  vt  variabilis  x pror- 
fus  ex  calculo  per  diuiiionem  egrediatur. 

C o r o 1 1.  2. 

8i+.  Si  fit  nz :o,  aequatio  ita  eft  compara- 
ta , vt  tribuendo  ipG  y eiusque  differentia] ibus  nul- 
lam dimenfionem  fiat  homogenca.  Hoc  fcilicet  cafu 
fola  variabil  s r cum  fuis  diffcrentialibus  dimenfio- 
nes  conftitucre  cenfetur. 

C o r o 1 1. 

815.  Contra  vero  fi  dimenfiones  cx  fola  variabili  f 
aeffimcntur  , ita  vt  ea  cum  iiiis  difRrentialibus  dy 
et  ddy  vbique  eundem  dimenfionum  numerum  cou- 
fiituat , exponens  n fiet  iufinitus. 

• 

Scliolion. 

81 6.  Si  fola  variabilis  x cum  fuis  differentia- 
Iibus  vbique  eundem  dimenfionum  numerum  com- 
plet, ob  « — o fit  uzzy ; et  in  aequatione  inter  x , 

j , p et  q (latui  conueuiet  p~  ~ et  quo 

fiufio  variabilis  x ex  calculo  deturbabitur  , prodibit- 
que  aequatio  inter  y , t et  v cuius  ope  aequatio 
differentialis  dy(v+t)zzt  dt , ad  duas  tantum  varia- 
biles reducetur,  qua  refoluta  , erit  — -ty  , vbi 
cum  t detur  per  y integratio  nullam  habet  difficul- 
tatem. Verum  altero  cafu  , quo  variabilis  y fola 
cum  fuis  diffircntialibus  pares  vbique  dimenfiones 

habet  , 
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habet , ideoque  exponens  n infinitus  capi  deberet , 
refolutio  alio  modo  inftitui  debet , quem  mox  do- 
cebimus; nifi  forte  permutando  variabiles  x et  y 
cafum  ad  praecedentem  reducere  lubuerit. 

Exemplum  i. 


817.  Sumto  elemento  dx  confiant  e , Ji  propona- 
tur haec  aequatio  xxddy -ay dx’-+  (3xdxdy  , eius 
integrale  inuenire. 


Perpendatur  hic  iffa  conditio , qua  fola  varia- 
bilis x cum  fuo  diffi.Tentiaii  dx  vbique  duas  confti- 
tuit  dimenfiones , eritque  n-o.  Cum  ergo  pofito 
dy-pdx  et  dp-qdx  habeamus  qxx~ay-\-^px  , 
fiatuamns  p — ~ et  q——.,  fietque  <v  — ay-\-  (3.f  , 
vnde  adipifeimur  ifiam  aequationem  differentialem 

1 )tdy~tdt 

ob  cuius  homogeneitatem  faciamus  t—yz  , eritque 


ady-\-[$-±-i  )zdy—yzdz-\-zzdy 
ziz fit 

— > Z 2 1 


feu  iy  := 
y * 


• ( £5  -t-  1 ) z - 


« + ((3+i )z-zz—{f-\-z)[g-z)  vt  fit 


a—fg  et  (3  4- 1 =zg  — /,  reperieturque 

dy  f~dz 
J f+z 


-h'~ 


-dz 


g-z 

K a 


vnde 
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vnde  colligitur  integranda 


feu  >'(/+«)/'+*s(g— 

Tum  vero  eft 

= = , -€» feu 


d x i d x 

* * 


hinc 

f+sj— * 


reuJ±|=(fK 


-+-C 


/-+-*_ 


/**' 


Vnde  cum  fit  z — y 4.  e }_+.  g - erit  hoc  yalore 

ibi  fubftituto : 

(f+g^xfjzz a(b*+*+-x/~h*)  feu  pofito  f-a — ~c 

J i 1 5 

b i xe 

= eft  V£ro 
g-/=(3-+-i  et/4-g=V((pH-i)*4-4tt). 


Corollarium. 


818.  Quoniam  in  aequatione  propofita  etiam 
ambae  variabiles  x et  y fimul  vbique  totidem  di- 
menfiones  habent  , eam  etiam  fecundum  praecepta 
praecedentis  problematis  tra&are  licet. 


Exem- 
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'Exemplum  2. 

819.  Pofito  dx  conflante  fi  aequatio  differentio- 
differentialis  duobus  tantum  terminis  confiet  , vt  fit 
huius  modi  ddy  — cxaypdxJ~>dy'v  eius  integra/e  in- 
vefiigare. 

Pofito  dy-pdx  et  dp~qdx  habebitur  liaec  forma 
q = cxayQpy  y vbi  exponentem  n ita  definire  licet  vt 
pofito y—xn u ,•  p — xn~'t  et  q—x^v  , variabilis  x 
per  diuifionem  tolli  poffit  , capi  enim  oportet 
ct-f-(3n+y  (n—  1 )— fl-f-  2 = 0 feu  ; 

tumque  erit  v — cu^ty.  Aequatio  ergo  diflferentialis 
primi  gradus  refoluenda  erit 

ciPtydu—(n—  1 )tdu~tdt—nudt 

ex  qua  cnm  variabilis  t per  u fuerit  determinata 
integrari  oportet  hanc  formulam  ^ ^ f~ii  9uo 

y 

fedo  ob  u—  obtinebitur  aequatio  integralis  quae- 
fita  inter  x et  y. 

Cafus  tantum  , quo  n fit  infinitus , 

peculiarem  poftulat  trattationem  infra  exponendam  , 
nifi  forte  fimul  fit  y = a+2,tum  enim  exponens  n 
prorfus  arbitrio  noflro  relinquitur , at  aequatio  erit 
homogenea. 


K 3 


Exem- 
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Exemplum  3. 

820.  Sumto  elemento  dx  conjlante  , fi  propona- 
tur haec  aequatio : 

x4ddy~x’dxdy4-2xydxdy— 4yydx* , 
em  integra/e  inuenire. 

Hic  euidcns  eft  fi  ipfi  y eiusquc  differentiali- 
bus  dy  et  ddy  binae  dimenfiones  , ipfi  x vero  et  dx 
fingulae  tribuantur , in  omnibus  terminis  obtineri  6 
dimenfiones-  Quare  cum  pofito  dy-pdx  et  dpzqdx 
habeamus  hanc  aequationem : 

x*q  x’p  4-  2 xyp—^yy  , faciamus 

yzzx'u  , p~xt  et  q— iv  prodibitque 
v~t-\~  zut—+uu. 

At  ob  n~  2 aequatio  differentialis  noftra  erit 

du[v — t)zzdt(t  — m)  , quae  abit  in 

* udu(t  — 2 u)—dt(t~a.u) 
vnde  deducimus  vel  t = 2«  vel  tzzuu-\-c , quos 
binos  cafus  feorfim  cuoluamus. 

1)  Si  tzz&u,  ob  = ,-~TZ  du— 0 » ideo- 
que  ttzzC  , ac  propterca  y — Cxx  , quod  eft  inte- 
grale  particulare , aequationi  propofitae  vtique  fatis- 
faciens. 

2)  Sit  tzuu-hc , erit  ,u^,+  c , vbi 

tres  cafus  funt  confiderandi : 


Primo  fi  conftans  c~i  erit 


n 


= fcu  4fx=(arx-j)/^ 

Secundo 
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hincquc 


Secundo  fi  conflans  c-i-ff  erit  ~ ~ -j/ 


lx—  . c 

l/  J — u -+- 1 I > 


ergo  ob  u — ^~x  erit 

x=a(<4±i •>**=*  p. 

' (; — * J*x-f -y  ' 


Tertio  fi  conflans  ideoque  -- - 

quae  integrata  dat 


/f=>Ang.tang.“— feu  tang.//i. 

Pro  ratione  ergo  conflantis  arbitrariae  c integra- 
tio vel  algebraice  fuccedit  , vel  a logarithmis  vel 
ab  angulis  pendet,  vnde  forma  generali  exprimi 
nequit. 

Scholion. 


821.  Intcgrale  autem  particulare  primo  in- 
ventum^— Cxx  in  nulla  harum  formarum , quibus 
intcgrale  completum  conflituitur , contineri  depre- 
henditur : nihilo  vero  minus  latisfacit  aequationi 
differentio  - differentiali  propofitae.  Hoc  ergo  exem- 
plo magis  illuflrantur  ea,  quae  fupra  circa  hoc  para- 
doxon  fumus  commentati,  quod  intercum  aequationi 
differentiali  fatisfaciat  aequatio  finita  , qqae  ,jp  inte- 
grali  completo  minime  contineatur.  Videmus  igityr 
hoc  idem  paradoxon  etiam  in  aequationibus  differen- 
tio - differentialibus  locum  habere.  Vtrum  ‘autem 
illa  aequatio  j~Cxx  inter  integralia  fit  admittenda, 

alia 


Digitized  by  Google 


8o 


CAPVT'  III. 


alia  eft  quaeftio,  quae  nondum  penitus  videtur  con- 
ftfta  ; hic  quidem  ipfa  aequatio  propofita  quafi  fa- 
ftores  habens  ert  cenlcnda  , ex  quorum  altero  illa 
aequatio  yzz Cxx  nafcatur  , verum  multum  abeft  , 
vt  in  hac  explicatione  acquiefccre  queamus.  Quin 
potius  ipfa  illa  quaeftio  , fiue  geometrica  fuerit  fiuc 
alius  difciplinae  , cuius  folutio  ad  huiusmodi  aequa- 
tionem perduxerit , accurate  perpendi  debere  vide- 
tur ; vbi  plerumque  haud  difficulter  iudicari  poteft  , 
vtrum  quicquid  aequationi  differentiali  fatisfaciat , id 
etiam  ipft  quaeftioni  conucniat  nec  ne  ? Veluti  fi 
dcfcenfus  grauis  ex  altitudine  ~a  labentis  definiri 
debeat  , et  altitudo  qua  iam  a terra  diftat  fit  a:,  erit 
ibi  celeritas  vt  V(a  — x)  et  elementum  temporis 
dt~y{~~xzy.  Hic  quidem  euidens  cft  ifti  aequa- 
tioni diftcrentiali  fatisfieri  ponendo  x — a , ita  vt 
tempus  t maneat  indefinitum  , quod  tamen  quae- 
ftioni neutiqnam  conuenit , quae  nonnifi  vero  inte- 
grali  refoluitur. 

Problema  ioo. 

822.  Si  in  aequatione  differendo  - differentiali 
variabilis  y cum  fuis  diffcrentialibus  dy  et  ddy  vbi- 
que  eundem  dimenfionum  numerum  adimpleat,  eius 
integrationem  ad  aequationem  differentialem  primi 
gradqs  reducere. 


Solutio. 
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Solutio. 

Pofito  dy—pdx  et  dpzzqdx  aequatio  ita  erit 
Comparata  vt  in  ea  ternae  variabiles  y , p,  q vbi- 
que  eundem  dimenfionum  numerum  obtineant  , al- 
tera variabili  x in  computtrm  dimenfionum  prorfus 
non  ingrediente.  Quare  fi  ftatuatur  p—uy  et  q~vy 
iu  omnibus  terminis  inerit  eadem  ipfius  y poteftas  ’ 
qua  per  diuifionem  fublata  habebitur  aequatio  inter 
ternas  tantum  variabiles  x , u et  v , cx  qua  vnam 
per  binas  reliquas  definire  licebit , ita  vt  v aequetur 
fundioni  cuipiam  ipfarum  * et  u.  Iam  ob  p~uy 
erit  dy—uydx  , et  ob  dp-zqdx  fiet  udy+yduvydx. 
vade  fequitur 

^2 — udx  et  iZ  — 
y y « 

idtoque  du-\-uudx  — vdx  , quae  aequatio  differen- 
tialis  duas  tantum  variabiles  x et  u compleditur. 
Quam  ergo  fi  integrare  liceat  , vt  relatio  inter  .v 
et  «,  inde  innotefeat , fupereft , vt  formulae  udx 
integrale  inueftigetur , quo  inuento  erit  ly-  fudx  , 
ficquc  aequatio  orietur  integralis  inter  x et  y y quae 
ob  duplicem  integrationem  pcraftam  duas  conflantes 
arbitrarias  inuoluer , idcoquc  integrale  completum 
exhibebit. 

Coroll.  i. 

823.  Huiusrr.odi  ergo  aequarionum  integratio, 
reducitur  ad  huiusmodi  aequationem  diffcreritialtm 
du-\-uudx~vdx , cuius  refblutio  fi  fuccedar,  fin  ul 
VoI.ll.  L illarum 
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^illarum  integratio  habetur  , cum  formulae  udx  in- 
tegratio difficultate.  careat.. 

Coroll.  2. 

. ‘ . i. ' 

8124..  Cum  fit  ^ tudx  erit  y'zelMi* qufc 
fubftitutione  aequatio  differentio  - difRrentialis  pro- 
poGta  ftatim  reducitur  ad  aequationem  differentialem. 
primi  gradus  , erit  enim 

p~e^dxu  ct  nix(du-\-uudx) 

ac  tum  formula  exponentialis.  fponte  ex  aequatione, 
egreditur. 

Coroll. 

8.25..  Viciffim  etiam.  propoGta  aequatione  difc 
ftrentialt  primi  gradus.  du-\~uudxzvdx , in  qua  <u 
fit  fun&io  quaecunque,  ipfarum  x et  « , ea  pofito 

, in  eiusmodi  aequationem  differentio  - diffe- 
rentialem  transformatur , in  qua  variabilis  y cum 
fuis  differentialibus  dy  et  ddy  vbique  eundem  dimen» 
fionum  numerum  conftituat,. 

Scholion  1.. 

Haec  redu&io.  aequationum  differcntia.- 
lium  primi  gradus  ad  gradum  fecundum  legibus 
analyfeos  aduerfari  videtur  , interim  tamen  fubinde 
vfu  non  caret ; quodG  enim  alia  methodo  huius- 
modi  aequationes,  differentio.  - differentiales.  tradtare 

• liceat; 
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liceat ; dum  carum  integralia  vel  per  feries  exhi- 
beutur  vel  finite  , fimul  integralia  aequationum  dif- 
ferentialium  primi  gradus  innotefeunt,  quorum  ratio 
plerumque  aliunde  vix  pcrfpicitur.  In  fequentibus 
alitem  videbimus , ciusmodi  aequationes  differentio  - 
differentiales  in  quibus  variabilis  altera  y vnam  di- 
menfionem  non  fuperat , per  feries  commode  inte- 
grari pofle,  atque  adeo  interdum  has  feries  abrumpi, 
ita  vt  integralc  finita  exprefiione  exhibeatur.  Cae- 
terum  propofita  huiusmodi  aequatione  differentiali 
primi  gradus  du-\-uudx~<od  x fubftitutio  u—-0xt 
eo  magis  eft  notatu  digna,  quod  fumto  elemento  dx 
conflante  fiat  du=^x-  ideoque  du+uudx-^y 
ita  vt  duo  termini  hoc  modo  in  vnura  coalefcant. 

Scholion  2. 

827.  Cafus  hic  imprimis  notafle  iunabit,  qui- 
bus aequatio  du-\-uudx~vdx  integrationem  ad* 
mittit  Hunc  in  finem  fit  du—\dx  forma  gene- 
ralis aequationum  refolubilium  , et  V certa  funftio 
ipfarum  x et  a,  ac  manifeftum  eft  fi  fuerit  vzuu+V 
integrationem  fuccedere.  Primum  ergo  hoc  eueniet 
fi  fit  Ver*,  denotante  X funtftionem  ipfius,  x et  U 
ipfius*^^  Secundo  fi  V fit  funtftio  homogenea  nul- 
lius dimenfionis  ipfarum  x et  u.  Tertio  fi  denotan- 
tibus X et  H fundUoncs  quascunque  ipfius  x fuerit 
VrXM-SK*.  Quarto  fi  denotantibus  P et  Q 

L a funftio- 
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fun&iones  quascnnquc  ipfius  u , fuerit  V=p^-^. 

Similique  modo  ex  aliis  formis  integrabilibus  alii 
cafus  concludentur. 

Exemplum  i. 

828.  Sumto  elemento  dx  conflante , Ji  propona- 
tur haec  aequatio  : 

. ayddy-t-(3dy 
em  tntegrale  inuenire. 

Pofito  dj—pdx  et  dp  — qdx  , prodit: 


ayq+ppp— 


*) 


“ {eu  v ~ — — — — P»? 

V ( aa-f-xx)  a y ( oa  + **)  a 


quae  fe&o  p — uy  et  vy  abit  in  hanc 
av-\ -(iuu— 

Tnde  hanc  aequationem  refolui  opertet 
ju+uuJx=;vl;f—)  - 
Statuatur  u=z$  fietque 


~\~ds 


tdx 


«t  V ( a * -*-** 


quae  per  (*+ V(aa-Kvar))*  multiplicata  et  inte* 
grata  dat : 

x(jf-t-V  (<**+*  A-) )“-( I + § )fdx  (x  + V (aa-fara: ) )«. 

Fiat  x-^rV^aa+xx)  — ta , erit  aa—t'-*—2i*xT 

hinc 
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hinc  * » • ‘ t ■ 

• t^—aa  ‘ 

*=— ct  </.v =f<//( a r*-') 
ita  vt  fit 

= (eu 

a-4-£3  fl/jf' — * 

.r  f — C ( 4-—^-).  " ^ ' i 

2 'a+i  ^ i-a  ' 

Porro  eft  ^—udx—*^  ■ at  ex  aequatione  difleren- 
tiali  eft 

( 1 ■+* a ) T — T1  ■+*  gvTa^«-ij  hineque 

(I+|)(y— ^ /j4-J/(ar+V(a«+A'a:))  — /xf  + D 
« 

ergo  ,y—B(x Quare  fumto  C— £±fiA  ha- 
bebitur : 

t9-*-'  dai1""*  — s_ 

j'— f ■ :*.» 

; . 1 ^a+x  l — a.' 

•xiftente  ’ 


x—l (t"--aar*)  vel  t— (jc-f-VCaa + £*)}« 

* ’ * ’ ' l 

ita  vt  aequatio  inter  x et  j fit 
a-t-P  a-h<  i 

Q*  =A+~x+y(fla+xxj)a  + ^x+V(aa+xx)) 


L 3 


Stholion. 
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Scholion.  ' 

829.  Hoc  idem  exemplum  ita  eft  compara- 
tum vt  alia  ratione  facillime  refolui  poflit ; aequd- 

tio  enim  Q-yq-\~fipP — v ( a a l+-*x ; » ^ P^-*"  y~p  mul- 
tiplicetur ob  qdx~.dp  ftt  pdxxzdy  , abit  in 
«ii  _i_  ^ — — , cuius  lingnli  termini 

funt  integrabilcs.%  Prodit  ergo  1.  ;; 

p*yP  — C“(.v-f-  V (aaA~xx))  hincque 

'•*-  p ' • •*'  -V  •;  •;  . ' ~ L * * . • * . M 

y*  dyz=Cdx(x-±-V (aa-\-xx))a 

quae  aequatio  denuo  integrata ; praebet  integrale  ante 
inuentum.  Forma  ergo  generalis  aequationum  hoc 
imodo  refolubilium  eft  P</p-q-Y</>'-f-X</ar^ o f ex- 
iftente  P fumflione  ipfius  p,  Y ipfius  y et  X ipfius  x, 
quae  noftro  more  repraefentatur  per  Pq-\-Yp-\-X~o. 
Hinc  ergo  perfpicitur  quomodo  etiam  aequationes 
diflFercntio -diffcrentiales  ope  idonei  multiplicatoris  ad 
integrationem  perduci  queant  j quae  methodus,  cum 
in  aequationibus  differentialibus  primi  gradus  infifc 
gnem  vfum  praeftiterit  , eo  magis  excolenda  vide- 
tur , quod  etiam  ad  aequationes  diffcrentiales  ahio- 
rum graduum  pateat , quod  argumentum  infra  fufius 
pcrtraftare  conabimur. 

Exemplum  2. 

830.  Sumto  elemento  dx  conjlqfite , Ji  propona- 
tur haec  aequatio  xyddy=ydxdy+xdy^-^|^-^j-  , 
eius  integrale  inuenire. 

Pofito 
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Polito  dy^zpdx  tt  dp—qdx  erit 

5 

quae  fiurto  p~uy  et  q~vj  abit  ia 

• . • »'  ' ] . | I f -r\  I ' ' t : ■ > 

= •*■* 

\ V(«a  — X*l 

Tnde  oritur  haec  aequatio  diffcrentialis 

du-t-uudx-JZ^  -\-uudx-\-  6 ••**—  feu 

x ; y(aa  — xx  ) 

B d v — tt  d x b x d x • • « 

>• — TiT^TT)  cmus  integral& 

C— f — — bV(aa— x x)  feu 

tt — • * prfrn  d y — 

C -+-t  V ( ea  — xx)  CrS°  y — C 6 V ( a a jc  x j* 

Statuatur  V(aa  — xx)=t , vt  fit  x dx~~tdt  erit 

dy — —tJt  — dt  , Cdt  -4. 

■».  C-+-4t  ~T  , 6 ' 6(  c-bbt)  T,  -*« 

• ^ l[Q~)rbt  )-\-lc  . • ..  . G. 

Sit  C=nbb  erit  - : ; 

! . . * . I , ’ * . •/'*'•«  | t'  r'  * . 

p --  V(aa--  x»  ) _|_J7^aft-f.Vfaa  — a-ar)'  ‘ 

ibi  f et  ii  funt  coartantes  arbitrariae» 
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D E ' ' 

aeqvationibvs  DIFFE- 

RENTIO  - DIFFERENTI ALIBVS  IN  QVIBVS 
ALTERA  VARIABILIS  VNICAM  HABET 
- DIMENSIONEM. 


Problema  ioi. 

# * \ • '-*•*•*’  ‘ ; % ‘ ’ '** 

831. 

Sumto  elemento  dx  conflante  fl  proponatur  aequa- 
tio huius  formae  ddy-\-?dxdy-\-Qydx‘  ~ o , 
■vbi  P et  Q.  fint  fundiones  quaccunque  ipfius  x , 
eam  ad  aequationem  diffcrentialem  primi  gradus 
rcuocare. 

Solutio..  . 

Ponendo  dyzrpdx  et  dp—qdx  aequatio  pro- 
pofita  induit  hanc  formam  y + o,  in  qua 

fi  methodo  ante  expofita  ftatuamus  pz.uy  et  q~vy , 
obtinebimus  hanc  inter  x , k et  v aequationem 
c-+-Pa-hQ^zo  , hincquc  v—-?u~  Q.  Tum 
Tero  fit 

dy~uydx  et  u dy~\-ydu^zvydx 

.v/  : ' J 
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df=udx=z***=*2. , Jdeoque 
du  -+-  uudx-i-Tu  dx-\-Qdxzzo 

fubdituto  pro  v yalore. 

Qua  aequatione  refbluta  erit  Jyzzfudx. 

Vel  f^ne  his  fubftitutionibus  ftatim  in  ipfa  *©. 
quatione  propofita  ponamus  j—eJudx9  vnde  fit 

dy  — ehixudx  et  diy^zeIuix^dudx+uudxt) 

et  cum  fada  fubftitutione  quantitas  exponentialis  efui* 
ex  calculo  tollatur  , obtinebitur  praecedens  aequatia 
diflerentialis  primi  gradus: 

du-k-uudx-\-Vudx-\-Qdx—o 

at  cuius  refolutionc  integratio  aequationis  differentia» 
diflerentialis  propofi  tae  pendet, 

* *.*•,.  » » , ■ 

C o r o 1 1.  i. 

■ ■* 

832.  Haec  aequatio  differentialis  primi  gradu* 
pluribus  modis  in  alias  formas  fibi  fere  fimi les  trans- 
mutari poteft.  Veluti  fi  ponamus  «rMz;  prodit 
M dz  + z(i/M+PM</r)+MM2a//,v+^r=o 

vbi  pro  M eiusmodi  funtfionem  ipfius  x accipere 
licet,  \t  terminus  ipfa  litera  x atfetftus  euanefeat, 
quod  fit  fi  i . 

+ fcu  M—C^~jrdx. 

* ' s 

Coroll.  2. 


Wol  II . 


M 


“1 


po 
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fit  enim 

Kdz 


C o r o 1 1.  2. 

833.  Simihs  forma  prodit  ponendo  , 


d K 


KKix 

zz 


KV  dx 


-+•  Q/x  — 0 fea 

- . • . . * . » t . I'  j . . • 

Kdz-zXdK+KVdxj-Qzzdx- K lU.v — o 

Tbi  fecundus  terminus  fumendo  K — Ce~t?il*  pa- 
riter euancfcit, 

C o r o 1 1.  3. 

834.  Similis  transformatio  generalius  infKtui- 
fur  ponendo  bcK+Mz,  prodit  enim 
rfK+M</*+2dM  + KK^4-  2 KMs</ar+  MMszrf/ 
4-KP  dx+  M P * dx  4-  Qdx  = 0 


quae  ordinata  praebet: 

4-  <*K  -f-  K K dx + K P dx-\-Qdx  =■  o 
▼nde  fecundus  terminus  tollitur  fumendo 

M = C*~/ix(sK"+"r)  feu  K=:~J”iifdVl?- 


Coroll.  4. 

835.  Adhuc  generalius  fimilis  forma  oritur  , 
fi  ponatur  vnde  prodit 

rfa(LM— KN)+Ia?K— KdL+«(L^M“M^L+N</K-K</N  ) 
+zz{  NdM.  - M</N)-K  K+Ms)  Var+PCK+MsjiL+N^^ 

4 Q.  (L-hN*)Vn:  o 

i.  quae 
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quae  reducitur  ad  hanc  formam  : 
orrfs(LM-KN) 

+ 2 S L</M-MA+\VK-X</N  l 

' <+  : K Mrf.v-)-P(KN4  L M )</r+2  LNQrfr  S 

+ 2 2 ( Ni/M-M^N-]-MM*+MN  P dx  + KN  Q dx) 
4-  L rfK  - K dL  + K K dx  + K L P«i'+LL  Qdx 

vbi  pro  H,  L,M  et  N funftioncs  eiusmodi  ipfius  x 

accipere  licet , vt  forma  prodeat  trafhuu  facillima.^  * 

* * ‘ , • * * % * » » \ 

Scholion. 

836.  Quoniam  huiusmodi  aequationes  diffe- 
rentio  - differeutiales  , in  quibus  variabilis  y vnicam 
habet  dimenfionem  frequentiflime  occurrere  folent ; 
merito  geometrae  tantopere  in  refoluenda  aequatione 

du-{-uudx  -f-Paz/.v-i-Qr/.vr^o 
fludium  et  operam  collocarunt  , quae  etiam  forma 
generaliori  ita  rcpraelentari  potett 

dz  -+-  P 2 dx  H-  R 2 2 dx  -+-  Qdx — o 

cuius  quidem  cafum  eximium  dz-\-zzdx~ax*dx 
olim  Comes  Riccati  in  haud  fpernendum  Analy(eo6 
incrementum  propofuerat.  Inter  transformationes 

autem  huius  caius  praecipue  notari  meretur  politio 

1 

quae  dat 

— n n 

dzA — — zztn-*-,dtz=-z±tn'+'  'dt 

M 1 vnde 
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pz 


Tnde  ponendo  z—Ctn-*~tv  prodit 

It  T * W It 

(«+  2 )Cf  2 dv+Ciu*  ^vdt+zCCt*  ■+•  tvvdt~zatn+'dr 


feu  (»+a)C<fv-t- 


n C ni  f 


zCCvvdt  — iadc 


ita  vt  hic  nulla  poteftas  indefinita  ipfius  t occurrat. 
Si  hic  porro  ponatur  v— f-i-r,  fiet 

- Ll±±1£*±!  + (»+.a  )Cdr->rn±\±L+  zCCssdtzaadS 

__l_  nCa  dt  _i_4CCatdt 

+ — Ff-  . ^ * 

i tCCttaif 

■*  (t 

tbi  fi  capiatur  arr^,  orietur 

(»+ a ) Cds  + 2 C C s s dt  - a adi  - 9^L±j1II 

quae  forma  fimpliciflima  videtur. 

Theorema. 


837.  Sumto  elemento  dx  conflante T fi  aequa- 
tioni differendo  - diflcrentiali 

d dy  -+-  P d x dy ■+-  Q.  y dx'  rr  o 

fatisfeciant  integralia  particularia  yzz  M et  jrrzrKT  , 
ita  vt  ratio  M:N  non  fit  conflans,  erit  eius*  inte- 
grale  completum  P N. 

Demon- 

t 
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Demonftratio. 

Cum  valorcsj-  — M et  j = N fatisfaciant  ae- 
quationi propofitae  erit 

^/iM+P^/.v</M+QM^A:r-o  et  ddN+?dxdN+QNdx'-& 

Tnde  patet  ponendo  j=raM-f-(3N  aequationi  quo- 
que fatisfieri  T cum  fiat ; 

-^a[JdM-{-'Pd'xdM-t-QM.dxt)  ? _ 

-+-  (3  Pdx d N -f-QNrf*')  S 0r 

Quoniam  tera  hoc  integrale  yzz aM  -h  (3  N duas 
conflantes  a et  p complebitur,  quas  pro  lubitu  de- 
finire licet,  id  completum  fit  neccfle  eft,nifi  forte  N 
iit  multiplum  ipfius  M- 

C °r  O II.  Ir  1 ‘ 

t 838.  Ex  datis  erga  duobus  Integralibus  par- 
ticularibus huiusmodi  aequationis,  eius  integrale  com- 
pletum formari  potcft  , fiquidem  illa  duo  integralia. 
fint  inter  fe  diuerfa-  \ 

C o r o I L 2- 

, • . — • .V 

. . 1 ' r . »• 

839'.  Cum  pofito  yzze!uix  feu  uz ~jjrx  pro- 
deat du-+-uudx-\-Vudx-\-Qdxzzp.  Si  huic  ae- 
quationi fatisfaciant  v alor  es  uz^yr  et  uz^ji  r eidem- 
quoque  fatisfaciet  yalor  uzz (14^^57^ 

v . . • * ‘ * 4 » 

M 3 Coroli  3. 
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Coroll.  5. 

840.  Si  ergo  aequationis  du 4- u t/Jx -J-P udx f Qdx r o 

habeantur  dno  integralia  particularia  a rrR  et  u~ S 
ob  M zr.e^Rix  et  N~f^sdx  iiitegralc  completum 
erit  , '• 

aefRi*R-+-Qe/sdxS 
"=  0uc 

J.  . (3r's<,ae(S-R)  - 

ft  — R'+'  pJTsdX- 

Scholion. 

841.  Maximi  momenti  eft  haec  obferuatio  , 
quod  in  huiusmodi  aequationibus  cx  cognitis  binis 
integralibus  particularibus  integrale  completum  afli- 
gnari  pollit.  Plerumque  autem  cognito  vno  inte- 
grali  particulari , in  eo  fignum  radica le  inefle  folet , 
ob  cuius  ambiguitatem  duo  fimul  integralia  particu- 
laria innotefeunt.  Ita  fi  aequationi 

du-\-uudx-\-?udx-\-Qdxzzo 

fatisfaciat  Talor  u — T + VV  , eidem  fatisfaciet 
« — T — VV,  vnde  integrale  completum  erit: 

, aflV.V 

u — T+W—  aff;/d*vv  _|_p  fcu 
ft^./d*vvy  v-p  VV 

Ac 
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Ac  f»  forte  fit  VV  imaginarium  puta  V V=XV-t 

•b  e*"**''  rzcotfXdx  ±V  ~ i.bn.f  Xdx  erit 

T ► ( a — fl)ca£JXiIx-+-  ( «-t-3  !/m./Xd  x.  V—  i Y V — t 
*—  1 ~T-  ) «/•/* i* -H(  A K — X 

fcu  polito  (a~p)V  — i—y  et  a — f- fj  — <T 
0 = T+X  tang.( /X  rfx-4-^)., 


Problema  102. 

842.  Sumto  elemento  </x  conflante,  iriuemfe 
integrale  completura  huius  aequationis  diflereutio- 
differentialis : 

T , ► • ••  V 't 

idj-±- Adjdx-^-Bydx  :n=o,  , 

Solutio. 

Pofito  yzzeSu  dx  prodit  haec  aequatio 


iu-\~uuix~\- Audx-bBdx  :=o  fiue 


dx~ 


— dv 


- ^ 


uu-fAi*-f-^  ) : * - ,\ 

— * ■*  . ^ 

tUi  fatisfit  tribuenda  ipfi  a einsmodi  valorem  ■)  eoa- 
ftautem,vt  euadat  uuri~  A«-+-B  = o , qui  funt 

a — — iA-f- VQAA— Bjl 

• t > 

Hinc  ergo  cum  habeantur  bina  infegralia  particularia 
j—e*'**,  pofito  V{\AA  — B)—n  erit  integrale 
completum 

_L  '-JAx 


! -I 


/=rr  i/x*(at'*-i-pe-'x) 


1 V n. 


r k * 


1 } 
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ac  fi  fit  n numerus  imaginarius  puta  nrmV-i  erit 

y=e  * ^ 'r(  acoC w*  ar +p fin.»i;r)-Ce~ * ^ fin {«A*+y)- 
Sin  autem  fit  n — o prodibit  - 

Coro  1 1.  i.  * -i  . 

843.  Ad  integrale  ergo  aequationis  propofitae 

inueniendum  , refoiui  oportet  aequationem  algebrai- 
cam  tttt-J-Aa  + Brro  quae  oritur  ex  propofita 
ddy-\-Adydx-\-Rydx*  — p , fi  loco  y , dy  , ddy 
fcribatur  u , , a1  et  elementum  zfr  reiiciatur , 

tum  enim  binae  radices  illius  aequationis  dabunt  in- 
tegrale  completum. 

Coroll.  2. 

844.  Scilicet  fi  aequationis  aa-t-Aa-f-B  ~o 
fidiores  fint  (#-f/)(«4-g) , ob  valores  u^—f  et 
»=—  g integrale  completum  erit  y—ae~*x-\-fir~tx. 
At  fi  fit  g—f  erit  jzz*—- • » 

Coroll.  3. 

845.  Si  aequatio  uu-+- Aa-+-B=ro  habrat 
fidiores  imaginarios , quo  cafu  huiusmodi  formam 
habebit 

, * a + 2/  « cof.  £ +ff  = o erit  uzz-fcof.^^fY-xJw.^ 

bincque 
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hincque  integrale  completam  erit: 

y — e~fxcof-’ ( a cof. f x fin.  £+  (3  fin ./ x fin.  fiue 

• J-C  fin.  ( /*  fin.  ^ y ). 

Scholion. 

845.  Idem  integrale  completum  Teperitur  me- 
thodo confucta  ex  aequatione  dx  — r^^uVr  > P0^ 1:0 
enim  a«4-A«+B— (u+f)(u+g)  erit 

vnde  fit 

{eu 


g-cfd*-f)K 


«.'“-p."  • 

Tum  Tero  fit 

afele-f)*-as  . 

fudx—f  aeu—jJx\_ p dx——f 


udu 


ideoquc 


(«+/)(«+g) 


Hinc 

y—e^ix=C  [u±f)^{u+gy 
At  eft 

“+^""  a***-^*  1 +£~' 

Fai  //.  N ynde 
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vnde  colligitur  mutando  conflantem  C 

/ fx  gg* 

r>s  — i e & —7~' 

yzz  e—7-r  = C erV-*-*}x(ae‘*-pe*x) 

(ae**-pejx)e=s 

feu  y —ae~fx-]~(3e~sx  vt  ante.  Hinc  ergo  patet, 
quantum  fubfidium  aflerat  formatio  integralis  com- 
pleti ex  binis  particularibus. 

Problema  103. 

847.  Sumto  elemento  dx  conflante  , fi  propo- 
natur haec  aequatio  diflerentio  - diflerentialis 

ddy-\-  kdydx  ~ o 

eius  integrale  completum  inuenire. 

Solutio. 

Ponatur  dy~pdx  et  dp-qdx  , vt  habeamus: 
o feu 

1 X ' X X 1 X *» 

Sit  nunc  p—u-~  , erit  dj~^~  et 

dp  — udy~hyiu  — 1211*  __  Adj>  _ *yd» 

r * **  * ~XX~ 

Tndc  colligimus 

12  — Hl* — udx—  B Jg  — X Ju 

J ~ » *«-M* ieU 

xdu-\-Bdx-+-uudx-l-(A—i)udxzzo 

hincque 


t 
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hincque  1*  _ ( A 1 ' cui  particulariter  fatis- 

fir  ponendo  uu-f-[ A—  1 )a-f-B  —o. 

S t primo  aa+(A~i)a4-B-(a-i-n(K-t-g),  erit 
particulariter  ly  rz  — f/x  et  y — x~  fy  fimilique  modo 
/—  x~e,  vnde  intt-grale  completum  erit 

y~a.  x~f~\-  p *-*. 

Si  fit  g—f  fiatuatur  g—f— tu  euanefente  u erit 
a~ * xu—x~f  ( 1 + u/j; ; , 

ergo  hoc  ca'u  fit 
y—.—f{a-+-(iIx) 
fit  den  que 

uu-\-{ A—  1 )a-t-B:=aa-l- ifucoC^+ff  erit 
a— —/(coi  £ -+  V — i.Gu.£)  , 
ergo  piraricuiar.r  r 

r-x^.  x±/y-‘^=x-fe^(cof.(  /fin.£  Jx)  ± V - 1 .fin.(  /fin.  < Ix)) 
quare  integrale  completum  erit 

y—Cx~M‘  ?fin.  (/fin.  £ Ix-\-  yj» 

C o r o 1 1.  1. 

8+8-  Huius  ergo  aequationis: 

M+(f+t+  ■/-¥-’  = ® 

integrale  completum  eft 
J—  <t  x~f  ■+  P x~e 

N a Huius 
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Huius  autem 

ddy- Ki/+r)J4+  - 0 

integrale  completum  eft  '• 

J = X~f  ( Ct  •+■  (3  / X ).  ; 

V 

C o r o 1 1.  2. 

8+9.  At  fi  aequatio  propofita  huiusmodi  for-i 
mam  habuerit 

ddy-h(  i +a/a>r.$)fe|«  = © 

tum  eius  integrale  completum  erit : 
y—  C x~fcqf'  ^fia.  (/  fiu.  £ Ix  -4-  y ). 

Scholion. 

8$o.  Similem  refolutionem  quoque  admittit 
haec  aequatio  diflerentio- differentiatis : 

ddy-—-3—  -{-k^dydx-^Rx2  nydx*~o. 
Ponatur  enim  dy~xnyudx  y et  cum  fit: 
ddy—xnydx4u-{-ntfl~1J'udxt-hx2*yudxt 
erit  per  y diuidendo 

xndx  du~\~  nxH“‘udx * -+-  xtMuudx * — nx*~~  'u  dx' 

-\-Axinudx'-\-Rx*  ndx'zzo 
hinc  du-\-x?uudx-\-\ xnu dx -\~’&xndxzzo 
ideoque  xadx=-~^r 

cui 
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cui  particulariter  fatisfit  ponendo  a«+Aa4-B”o 
vnde  u duplicem  confequitur  valorem  conflantem 
quorum  alter  fit  uzz—f  alter  a — — g.  Quocirca 

integralia  particularia  erunt 


n -f  - 1 

y—e  et  y—e 


fit  breuitatis  gratia 


ti+ 1 


«-hi 

t y erit  integralc  com- 


pletum 

pro  cafu  fcilicet 

«a4-Aa.-t-B  — («4-/)(«4-g). 

At  pro  cafu 

uu  + Au+B—(u+fy  erit  y—e~ /'(a4-p#). 
Cafu  autem  quo 

aa4-Aa-j-B~au4- zfucoC%~\-ff'  erit 
fin.(//fiu.<4-v). 


Haec  integratio  adeo  ad  hanc  formam  extendi  poteft 
fumendo  pro  X funftionem  quamcunque  ipGus  x 

^ + AX^+BXX^'=:o.  .. 

Pofito  enim  dy-Xuydx  feu  ^~z=.Xudx  fit 

X d X —r  » li  -+-  A B -+-"8 

‘N  3 Tnfje 
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■vnde  pofito  fXdx~t  integrale  completum  fc  ha- 
bebit vt  ante.  Scilicet 

1)  fi  A—  /H-g  et  B ~fg  erit  integrale 

yzz a.(T~ fie~ * ' 

2)  fi  A — zf  et  B—ff  erit  integrale 

y=ze~f\a-h^t) 

3)  fi  Ar:2/cof.^  et  B r ff  ert  integrale 

yzzCe~ f,t9S"^n.[f  ifin  £-+- y). 

Problema  104. 

851.  Snmto  elemento  dx  coi. liante, di  P.  Q et  X 
denotent  funftiones  qua  cunque  ipfius  x , integratio- 
nem huius  aequationis  d:fferentio  - diffi-rentialis 

ddy Vdydx-hQ  ydx*  — Xdx' 
ad  aequationem  dificrentialem  primi  ordinis  reducere. 

Solutio. 

H‘c  fingulari  modo  procedamus  , loco  y binas 
nonas  incognitas  introducenuo.  -Statuatur  fcil.cet 
yzzuv  , et  cum  fit 

• dy  —udy+idu  et  ddy  — uddv+zdudv+vddu 

aequatio  noPra  induet  i ane  formam 

u d a v -y-  2 dudv  -j-  <l  ddu  -t-  Vudxdixr\-  Pi dxdu 

• -t-Quvdx'— Xdx'. 

lam 


> 
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Iam  altera  v ita  determinetur,  vt  termini  ipfa  lit- 
tera u aflefti  definiantur  , quod  fit  fi 

ddv-{-'Pdxdu+  Qv  dx2  — o 

rnde  per  fuperiora  v per  x determinetur , quo  fa&o 
fupereft  haec  aequatio : 

2 dudv  -\~vddu-\-Vvd  xduzzXdx* 


vnde  cum  v iam  detur  per  .r  quantitas  u definiri 
debet.  Ponatur  du—sdx  , eritque 

v d s -+-  2 s dv  -f-’P  s v dx — X dx 


quae  multiplicata  per  veSfdx  integrabitis  red.litur  ; 
prodit  enim 

vvsc!rdx  — festdxXvdx  ideoque 

/P  d x v 

fesrixXvdx  et 

vv  J 


e—frdxjx 

uzz  f ferrixXvdx. 


vv 


Quare  cum  incognita  'v  fuerit  determinata  ex  ae- 
quatione 

ddv  P dx  dv  -1-  Qs;  d x2  zz  o 


integrale  aequationis  propofitae  erit 
J r d x J v 

J =*/' — J estixXvdx . 


Coroll.  x. 
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Coroll.  i. 

852.  Vt  integratio  ad  aequationem  diffcrentia- 
lem  primi  ordinis  reuocetur  ponatur  v—ef,dx,  et 
quantitas  t definietur  per  hanc  aequationem 
dt-\-t  tdx-\-  P;  dx-\-Qdx  — o 

quo  fadfco  integrale  quaefitum  erit 

j—eftdxfe-nr-t-1,)ixdxfent+nixXdx. 


Coroll.  .2. 


853.  Cum  fit  (?-\-t\dx  — 


__  Q A » 


ent 


• t)d* 


— /’Q-d  * 

= i'  J * 


hincque 


y—ertdxJ  C 


W-fid* 


fddx 

tdxfe  J » Xi? 


vbi  duplex  integratio  ad  integrale  completum  per- 
ducit. 

Scholion  1. 

854-.  Alio  modo  qui  propius  ad  ante  vfita- 
tum  accedat,  eadem  integratio  in  (litu  i poteft.  Pona- 
tur fcilicct  pro  aequatione  propofita  dy~tydx+vdxy 
vbi  v certam  ipfius  x fundtionem  defignet  ex  fun- 
ftione  X determinandam.  Cum  igitur  fit 

ddy=zydtdx+tdx(tydx+vdx)+dvdx 

% • 

erit  fa&a  fubfiitutione 

y d t dx + / ty d x*  + P t y dx*+Qy d a,!  ? 

+tvdx7 +d v d x + ? v d x* —Xdx*  S 

cuius 
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enins  aequationis  vtraque  pars , tam  ea  quae  per  y 
multiplicatur  , quam  altera  ab  y libera  feorlim  ni- 
hilo aequetur  , vnde  has  duas  aequationes  nan- 
cifcimur  ; 

ttdx-\-Vt dx-\~Qdxzzo  et 
dv-+-tvdx-+-Fvdx—Xdx 

ex  quarum  illa  t per  x vt  ante  definiri  debet,  tum 
Tero  erit  ex  illa 

& p ■+■ n d x v ~fe^ p *♦*  d “X dx. 

Iam  vero  ex  aequatione  afliimta  dy—tydx  — <odx 
colligitur  : 

g-Siiay  — fe-Stitqjx 

vbi  fi  loco  v valor  modo  inuentus  fubftituatur , 
praecedens  integralis  forma  obtinetur. 

Scholion  2. 

855.  Ex  hac  operatione  fequi  videtur,  ae- 
quationis propoli  tae 

d dy  4-  P dy  d x •+•  Q y ix  X d x 

integrationem  nceelfario  pendere  ab  integratione  huius 
ddv-i-Tdvdx-^-Qvdx"  zz  o 

quandoquidem  hac  concefla  illa  exhiberi  potefl.  Mi- 
nime tamen  hinc  viciflim  colligere  licet , li  polle- 
rioris  relolutio  vires  noftras  fuperet , etiam  priorem 
nullo  modo  integrari  pofle , quin  potuis  facile  eft 
, VoL  II.  O infini- 
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infinitos  cafus  exhibere  , quibus  prior  integrationem 
admittat , cum  tamen  pofterior  irrefolubilis  exiftat. 
Sit  enim  P“o  et  Qzz ax  , atque  certum  eft  ae- 
quationem pofteriorem  ddv~\-axvdx*^:o  nulla  ad- 
huc methodo  relolui  pofle,  cum  pofito  v~ ef,dx, 
abeat  in  dt-+-t tdx-+-axdxzzo  ; neque  tamcu  hinc 
fequitur  aequationem  priorem 

ddy  a xy  dx*  = X d x* 

femper  efle  intra&abilem.  Infiniti  enim  cafus  pro  X 
aflignari  poffunt , quibus  integratio  fuccedat.  Sumta 
enim  pro  y fundtione  quacunque  ipfius  x , repede- 
tur pro  X eiusmodi  fumftio,  vt  aequationi  valor 
pro  y afluimus  fatisfaciat.  Veluti,  pofito  ob 

ddyzzo  fit  X — fixx  , atque  aequationi 

ddy  -\-*xydx  —$xxdx' 

Ttique  fatisfacit  integrale  y—~.  Interim  tamen  hoc 
integrale  tantum  eft  particulare  , ac  dubium  adhuc 
relinquitur  , an  etiam  integrale  completum  exhiberi 
poffit.  At  pofito  y — ^~-+-z  pro  integrali  completo 
inueniendo  prodit  ddz axzdx'— o,  quae  cum 
refolutionem  refpuat , euidens  eft  integrale  comple- 
tum etiam  in  genere  exhiberi  non  pofle,  nifi  finaul 
altera  aequatio  integrationem  admittat. 


Protyj- 
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Problema  105. 

856.  Sumto  elemento  dx  conflante,  inuenire 
integrale  completum  huius  aequationis  diflerentio  - 
diflerentialis 

ddy-\rAdydx-\-'RydxtzzXdx* 
denotante  X funftionem  quamcunque  ipfius  x. 

Solutio. 

Polito  y — uv,  aequatio  propoflta  in  duas  fc- 
quenteS  refoluitur: 

ddv-\-Advdx-t-'Bvdx,—o  et 

vddu-\-2dvdu+Avdxdu~Xdx*. 

Quodfl  ergo  ex  priore  xalor  ipfius  v per  x definia- 
tur , integrale  completum  ex  pofteriore  ita  fe  ha- 
bebit , Tt  ob  ?=A  Gt: 

t~K*dx  r . 1 

vbi  cum  duplex  integratio  integrale  completum 
producat , fufficiet  pro  v integrale  particulare  prio- 
ris aequationis  affumfifle , id  quod  etiam  ex  lolu- 
tione  generali  patebit.  Cum  igitur  pro  relolutione, 
prioris  aequationis  formanda  fit  haec  aequatio  qua- 
dratica  tt  -+-  A t-f-B—  o pro  eius  indole  tres  cafus 
euolui  conuenict. 

O a I. 
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I.  Si  f/4-AM-B=:(m-/}(f-i-g)  » Tt  flt 

Arr/ri-g  et  B— /g,  erit  v — ae~Js-Jr^e~ix. 
Sumatur  primo  tantum  integrale  particulare  v~e~^x 
et  ob  A~ /-f-g , fiet 

j—e-J*f(>(f-s)*dxfetxXdx  fit 

e[f—  i)*dx  — dR  et  fe  txXdxzzS  Tt  fiat 

jr=:e~fxfSdR=^e~fx{RS—/RdS) 

at  eft  Rrr^-i—  df~s)x  vnde  colligitur 

er-*xS~  T^—r~fxfef  xXdx  fiue 

(f-g)y=e-ixfe*xXdx-e-  fx[efx  X dx 

quod  idem  integrale  prodiiflet , fi  altero  particulari 
yfi  effertius. 

In  genere  autem  fumto  vz=ae~fx+@e~s*  fi*- 
tuatur  vt  ante  > 

£ ( / *4-  g ) * J y 

- -=zdK  et  fif+*'xXvdx=z S 

vv  1 

Xt  fit  pariter 

y=vfSd  R := v ( RS-/R<*  S ). 

Fingamus 

C^* 

Rrr  — — et  0jj  dv~—clx(afe-/x+@ge~sx)  erit 
_ Ce^dx(a\e~fx+  (3X<r«*+  a/e-/z+(3gr^*) 

*R-—  : r~a 

& 


S 
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fit  iam  A ~—g  et  Ca(f-g)~i  , vt  <^R  datum 
adipiicatur  valorem  , ob  Czz^jz^-j  erit 

e—gx 

R—  ryr r-  ct  R dS^-ri-^ef^Xdx 

tum  vero 

S — af e*  XX  dx  H-  (3  fefxXdx 
vndc  conficitur : 

e~tx 

J=^CRTvr‘!'xdx+  rot a f**® 

feu  prorfus  vt  ante 

e~sxf esxXdx  — e~fxf efxXdx. 

II.  Si  ftu  A = 2/et  Brjf, 

erit  ex  pridri  aequatione  Pona- 

tur vt  ante 

e~,fxdx 

-rfR  et  fe'fxXvdx=$ 

w 

vt  habeatur  jrzzv^KS—fKdS).  Cum  ergo  fit 

irk  dx  n 1 e~*x 

rfR-(^+p^)i  ent  ffv et 

S=afJxXdx+ $fefxXx  dx  ~fefx  Xdx(a+px) 

quare  vKS—-fe-dxfefxXdx-rfx/efxXxdx  et 
/R  dS=:~iifef*Xdx, 

O 3 vnde 
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vnde  conficitur 

yzze~Jxxfef*Xdx—trixfe**Xxdx 
feu  cum  (it 

d.cfxy~dx[  efxX  dx 
erit  fuccinftius 

y—e-jxfdxfeixXdx. 

III.  Si  tt  -f-  t A-\~  B rrrr-f-a/rcofi^-f^  fou 
An^a/cof.^  et  B=/  erit 

v—c~ /*c^'^(in  (/*Gn.£-i- y). 

Ponatur 

e->f‘°S-?dx dx  • 

vv  fin.(/arfin.^4-Y)*  et 

\t  obtineatur  y — vRS-vfRdS.  At  eft 
R = - yJ)  i hincque 

V^S~~  cof.  [fx rfin.^H- y)  fefxcoJ‘?Xdx rfin . ( /rfin  £4  y) 

et /RdS—- n^rtf*"*iXdxto{.(fxfai.Z+v). 

Quocirca  obtinebitur 

fy  Gn.^,;4-r“/jc^fin.(/xfin.44-Y)  />^^X</axof.(/*fin.£4Y) 

— €~u'^coi  (/afin.^+  y)  fefxca^  Xdx&n  (/vfin  ^+y)* 

Coroll.  i. 
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Coroll.  i. 

S57-  In  hoc  poftremo  intcgrali  fi  ponamus 
fx&n.%— <£  erit 

f ‘f^fyfin.£r(fiii.ycof  f cof.  yfin.(P)/>^>X^A-(cof.ycof.(P-fin y fin.(J>) 
^-(fin.Yfin.^-cof.ycof.cp^^X^rin.ycorcp+cof.vfin.Cp) 
feu 

!c^jto.%-+to.ycotyco{.<tyefxc<**Xdxcofy-(\ny\otyfefxaf-tXdx(\n§ 

-Kof.y ’fi  n .Qfef^^Xdxcoty  -fin . y coly  fi  nCj 5/i?  fxco!^Xdx^\  n Cj> 
-ffin.  y Yin.  <Pfef%C0^XdxcoC(py{iny  cofy  fi  n (Pfefxca^Xdx  fi  11$ 
~{in.ycoCycoC<Pfefxc0MX(ixcoC<P-co{ytco(($>fefxC0Mx.(Jx(in(P 

vndc  patet  angulum  y pro/fus  ex  calculo  excedere; 
fit  enim 

fgfxcof.^  fin  £_fm  x dx  cofi  ^ _ coC  (Pfefxcotf  x dx  fini 

Coro  11.  2. 

858.  Cum  igitur  loco  vnius  aequationis  duas 
fbrmauerimus  integrandas , vidimns  fufficere  , fi  al- 
terius integrale  faltem  particulare  fuerit  cognitum. 

In  ambobus  enim  praecedentibus  cafibus  conflantes 
a et  p integrale  completum  praebentes  ex  calculo 
fponte  euanuerunt,  et  cafu  tertio  conflans  y itidem 
excellit. 

Exemplum. 

$$9.  Sutnto  elemento  dx  conflante  , inuenire  in- 
tegrale huius  aequationis  : 

ddy +Adydx+Bydx*=rdx,(n(n-i  Jx^^nAx"-^  Bx”). 

Hoe 
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Hoc  exemplum  ita  eft  comparatum , Tt  ei 
manifefio  fatisfaciat  valor  y~xn  , qui  eius  integrale 
particulare  conftituit.  Ad  completum  ergo  inue- 
niendum  , fit  A — /+g  et  B — /g  et  cum  fit 
X-fgx'+n{f+g)x*-'+n{n-i)x'-‘  crit 

fesxXdx~fe&xxn-\-neexx',—,-t-a  et 
fefxXdx=.gefxxn+nefxx*-'-\-p 
vnde  ex  forma  inuenta  prodit  integrale  completum: 
(f-g  )y  -/*"  -Hi*»-  + a <r -g  ‘ - $e~ix 

feu  jzxx*-\-  fzj  e~sx-f^e~fx 
ycl  mutata  confiant  um  forma  : 
j = **-f-  a.  e~Jx  -+-  p e~~  8 * 

fi  fit  g~f , ponatur  g=r/-4-co  , exiftente  u^ro,  et 
ob  e—e*—e—fx.e—vx=.g~Sxi  »-«*),  vnde  pro  a+( 3 
et  t(3u  firibendo  w et  p erit 

Sin  autem  fit 

fzza  + bV—  i et  g—a—bV—i  , 
cum  fiat 

*( xe~ b x y- »-}-  * V — ■ ) ob 

e—bx',~'zi cof. bx — i.fin .bx  , 
mutata  forma  conflantium  habebimus : 
y — xn  e~  * * ( ttcof.  b x •+-  p fin.  b x ) 

Scholion. 
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85o.  In  genere  autem  fi  huiusmodi  aequa» 

tionis 

ddy  A dy  dx By  dx'  ~ X d x* 

confiet  integrale  particulare  , feu  valor  ipfi  fatisfa- 
ciens  y=xt,  ifitegrale  completum  facile  repetitur  • 
ponendo  j—r-f-z.  Cum  enim  per  hyputhefin  fit 

ddt-\- A dtdx-t-Bt.dx'  —Xdx' 
fida  hac  fubftitHtione  orietur : 

ddz  -f-  A dz  dx  B zd x' — o 

▼nde  fi  A—f-\-g  et  B —fg  colligitur 

ficque  integrale  completum  erit: 
y=zt~{-ae~/x-\~[ 3e~s* 

quemadmodum  etiam  in  exemplo  allato  inuenimui? 

Problema  io(5. 

i.  Sumto  elemento  dx  conflante,  fi  pro- 
ponatur haec  aequatio  differentio  - difierentialis  : 

ddy—  *A2±*  -\~Ax'dydx-\-'Rxt*ydx'zx: Xdx* 

exiflente  X fundione  quacunque  ipfius  x eius  in- 
tegrale completum  inuefligare. 


Yol  II. 


P 


Solutio. 


*J+ 


C A P V T IV. 
S O 1 U t i O* 


Rcfolutio  huius  aequationis  vt  fupra  ex  poli- 
tione y—uv  deriuari  pollet  t fed  al  a methodo  hic 
xtentes  leui  fubftitutione  eam  ad  formam  ProbL 
praeced.  reducamus.  Scilicet  ponamus  x'dx~dt  9 
Mt  fit  qua  fubftitutione  funttio  X 

abeat  in  T funftionem  quandam  ipfius  t.  Ne  au- 
tem alTumtio  elementi  d x conflantis  turbet  y hanc 
conditionem  tollamus  ponendo  dyzpdx  et  dp~qdxf 
habebimusque 

q-  *-£  ■+■  A xnp  -t-  B *>  X. 

dt  xndy 

Cum  nunc  fit  dxzz—^  etit  p—  hincquc  fumto 

iam  elemento  dt  conflante  s 

nx*~'  dxdy  xKddy  . qdt 

**-—& h «s» 

nx*~rdy  X1  nddy 

jr^  ~d? 

ficque  noftra  aequatio  erit 

x,nddj  nx^dy  nx*~'dy  Ax'ndy 

~dt-~ 7t~  + - = x 

fit  Xx~"tn=& r quae  quantitas  polito 
U funttio  ipfius  t fpedfari  poteft  ,,  ficque  fiet : 

ddj  -\rAdydt  -\rBjdt'  — Qdf 

m 
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in  qua  aequatione  elementum  dt  conflans  eft  affum- 
tum  , cuius  ergo  integrale  per  fuperiora  datur. 

I.  Si  A ~f+g  ct  B rr/g , erit  integrale 
'fel'  Qdt—£^*,feftQdt 

Vbi  rcflitutis  valoribus  dt—xndx  et  Q = XtTMt 
retento  breuitatis  gratia  i— r^r,xn~h',  valor  ipfius  y 
ita  per  x exprimetur.: 

(f~g)y—e~  e »/*«  fA~  uXdx-*-fifeftjr  "Xdx. 

I 

IL  Si  A— a/  et  Bzzff  erit  integrale 
j-t-t'tfet'edt-d-1'fct'QMt  feu  > 
y~e~St  fdtfef'Qdt 
•quod  ergo  per  x ita  exprimetur: 
y—e-1'Jx'dxfc5  'x~  'X  dx- 

III.  Si  denique  A— 2/cof^  et  B —ff  erit  in* 
tegrale 

feft  fin.  0 dt  cof.  $ -cof “^©i/fin.tj) 

exi  flente  <J)z//fin.£  feu  0-^r,^'-» 

Quare  aequationis  propofitae  integrale  erit : 
jeftc°Xj  fin.  £=fin.$/#^jr*X^ 

/ 

P 2 Coroll  x* 
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xx  6 

C o r o 1 1.  u 

S6z.  Si  tt~ o , aequatio  propofita  abit  m eam 
ipfam  , quam  problemate  praecedente  tradauimus  , 
fit  que  tzzx  , vnde  etiam  intcgrale  eodem  redit. 

• CoroU  2. 

863*  Sin  autem  fit  n~-i  , aequatio  noftra  fit 
*<M-(  A+  x )*2§±  + X dx* 

vbi  ergo  erit  t~lx  et  ex‘—x*l  tum  vero  pro  cafu 
tertio  angulus  /fin.£/x. 

Scholion. 

864.  Methodus  qua  hic  vfi  fumus,  huius- 
modi  aequationes  diflerentio— diflerentiales  integrandi, 
haud  latis  naturalis  videtur  , cum  ad  has  quafi  fo- 
las  formas  fit  adflrida.  Quoniam  igitur  in  aequa- 
tionibus differentialibus  primi  gradus  inuentio  fido- 
rum , quibus  eae  per  fe  integrabiles  reddantur  , in- 
fignem  frudum  polliceri  videbatur  , eius  quoque 
vfum  in  aequationibus  differentialibus  fecundi  gradus 
offendere  conemur.  • Hic  quidem  nihil  tam  abiolu- 
tum  expedare  licet,  quod  ad-  omnes  omnino  aequa- 
tionum formas  pateat , fed  quantillum  etiam  prae- 
dare potuerimus  , id  haud  contemnendum  Analy.eos 
incrementum  fpedari  debebit.  Hac  autem  methodo 

eas 
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eas  potiflimnm  aequationes  differentro—  differentiales  r 
in  quibus  altera  variabilis  y cum  fuis  differentiali- 
bus  vnam  dimenfionem  nusquam  transgreditur  , fa- 
tis commode  tradare  licet , hineque  via  perfpicie- 
tur,  quomodo  eam  magis  excoli  oporteat. 


P 3 CAPVT  V* 
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i 

D E 

INTEGRATIONE  AEQV ATIO- 

NVM  D1FFERENT1ALIVM  SECVNDI  GRA- 
DVS , IN  QVIBVS  ALTERA  VARIABI- 
LIS VNAM  DIMENSIONEM  NON 
SVPERAT,  PER  FACTORES. 


Froblema  107- 
s 6$. 

Sumto  elemento,  dx  conflante  , II  proponatur  lutee 
aequatio 

ddy-\-  A dxdy  -^Bydx1  dx 

■»bi  X denotat  fundionem  quamcunque  ipfius  x , 
inuenire  functionem  ipfius  x , per  quam  haec  ae  - 
quatio  multipticata  fiat  integrabilis. 

Solutio. 

Ponatur  dy—pdx , Tt  habeatur  forma  difFe- 
rentialis  primi  gradus  : 

dp-i-Apdx~\-Bydxz:Xdx 

quae 
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quae  multiplicata  per  V funftionem  quandam  ipfius  x 
fiat  integrabilis  f fcilicet 

Vdp-t-AVpdx-\-BVydx=VXdx 

vbi  cum  pofterius  membrum  WXdx  fit  integrabile, 
idem  in  priori  eueniat  necefle  eft.  At  prima  perfpicuum 
cft  eius  integralis  partem  fore  Vp,  vnde  id  ponatur 
Vp-+-S  vt  fit  Wp-\-Szz/  WXdx  , fietque 

dSzz—p<rV-\-A.Vpdx-{-lS'Vydx  feir 
d$=dy[  AV-  $r)+Wydx 

• V 

quae  forma  integrabilis  reddi  potefi  fu  mendo 
erit  enim 

dS~ :«**((A— \)dy-\~Bydx)  et  S=(A— A)e**,/ 
vbi  A ita  debet  accipi vt  fiat 

A A- — XXzfi  feu  XX“AX»J-R^5, 

Tum  ergo  erit:  , r 

ekxp-i-{A-~%'jeK,‘y—fe>i^Xdx  fe« 
dy -j-  ( A — A ) ydx  z=.e~x  *dxf&' xXdx 

qpae  iam  per  dK~X)x-  nmltiplicatai  denua  fit  inte*- 
pabilis,,  datque 

xy—fd  x -*l*dxftx  *Xdx~ 


120 
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Cum  X fit  vna  radix  aequationis  XX— AX+Bxro,’ 
fi  ambas  eius  radices  ponamus  / et  g , vt  fit  \—f 
erit  A — X— g,  et  aequatio  integralis; 

e « y - i)xdxfe fxXdx  feu 

^rjfx^Xdx 

quae  abit  in  formam  fupra  inuentam 

yz=  -±je-fxfefxXdx- ^e-sye^Xdx. 

* * - . r , * ; * i i 

Coro II.  i. 

855.  Aequatio  ergo  propofita  fou  inde  nata 
dp  -{-'A  p d x 4-  By  dx  dz  X dx 

fit  integrabilis  fi  ducatur  in  e**  exiftente  XX-AX4-B30, 
ficque  duplex  habetur  fa&or  -vel  e5*  vel  es*. 

Coroll.  2. 

*»  * . . , . . ,• 

857.  Ea  autem  per  faftorem  efx  multiplicata, 
eius  integrale  erit 

dy-\-gydx—e-f*dx[efxXdx 

ficque  per  integrationem  ad  aequationem  difierentia- 
lem  primi  gradus  reducitur  , quae  denuo  integrabilis 
jedditur  fi  per  es*  multiplicetur. 

Scholion. 

858.  Multiplicatorem  V ita  determinari  opor- 
tebat, vt  formula  dy[  A V—  j^)-f-B Wydx  fieret  per 

fe 
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fe  integrabitis.  Tum  autem  cum  V fit  funftio 

ipfius  * , integrate  erit  _y(A  V-  JJ)  , vnde  fiat 
neceffe  eft 

A(/v-ajT=BV(ii  feu  ddV—Adxd V+B W.v‘r o 

a cuius  aequationis  integratione  pendet  inuentio  fa- 
dloris  quaefiti  V.  Sufficit  autem  eius  integrate  par- 
ticulare fumfifle , dummodo  enim  aequatio  propofira 
integrabitis  reddatur,  conflans  arbitraria  pro  integrati 
completo  reddendo  ipft  integratione  introducitur. 

Problema  108. 

8<Jy.  Sumto  elemento  dx  conflante  , fi  propo- 
natur haec  aequatio 

ddy-^Vdydx-hQjdx^Xdx' 

vbi  P , Q et  X fint  funttiones  quaecunque  ipfius  x, 
inueniro  multiplicatorem  V,qui  fit  funtfio  ipfius  x, 
quo  illa  aequatio  integrabitis  reddatur. 

Solutio. 

Quia  aequatio  per  V multiplicata: 

V ddj  + V P dy  dx  + V Q y dx'  =:  V X dx* 

integrabit  is  exiftit , prioris  partis  integrate  ponatur 
V dy  Sy  dx  , aliam  enim  formam  habere  nequit, 

ac  fieri  oportet : 

VP<r  dx  + V Qj  dx'=.  dy  d V+S  dy  dx  +y  dS  dx 
Vol.  II.  Q -ybi 
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•vbi  cum  S fit  neceflario  fun&io  ipfius  x , erit 
Wdx  — dV-\-Sdx  et  V Qdx=:dS. 

Inde  autem  cft  S = VP-£L  quare  multiplicator  V 
definiri  debet  ex  hac  aequatione 
\Qjtx~VdP-\-VdV- ^ feu 

ddV-?dVdx  + Vdx[  Q dx  ~ d?  o 

1 . , • . 

quae  ergo  fi  refolui  potuerit , vel  fi  faltem  eius 
inttgrale  quodpiam  particulare  innotefeat,  vt  habea- 
tur multiplicator  V , aequationis  propofitae  inte- 
grale  erit 

Vdj-\-y(V?dx-dV)  = dxfVXdx 
quae  porro  integrabilis  redditur,  fi  ducatur  in 
obtinebitur  enim  integrale 

$eJrdx=/faJr4*fVX-dx  feu 
y-e-JedxV/^rdx^-fyXdx 

quo  duplici  figno  intcgrali  gemina  confians  arbitra- 
ria introducitur,  integrale  completum  conftituens,- 

Coroll.  r. 

870.  lnuentia  ergo  multiplicatoris  V pendet 
etiam  a refolutione  aequationis  differentio  - diffirentia- 
lis , quae  autem  propofita  fimplicior  cft  aeftimanda, 
quod  funifiionem  X non  inuoluat , et  quantitas  V 
cum  fuis  differentialibus  dV  et  ddV  vbique  vnam 
dimenfionem  conftituar. 

Coroll.  a. 
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87x.  Quodfi  ergo  ponatur  V—zefvdx,  quanti- 
tts  v determinabitur  p<r  hanc  aequationem  differen- 
tialem  primi  gradus; 

d v + v vd  x - P v dx + Qdx —d?z:o 

cuius  fi  faltem  intcgrale  particulare  confiet , inte- 
gratio aequationis  propofitae  abfolui  poterit. 


Coroll.  2‘ 

872.  Dato  autem  multiplicatore  V viciflim 
ratio  aequationis  propofitae  definitur  , vt  hoc  modo 
integrabilis  euadat.  Erit  enim  vel 


n — A-l  i pjy 

X. — a x * Vd  x 


V dx* 


d?~\-T-4r~— Qdx-\-  vel  integrando 
P V ~ -fyQV dx  feu  P— 


vel 

d (iV-  - 


d V 
V dx 


joydx 

v . 


Exemplum  1. 

873.  Definire  formam  aequationis  differ entio  - 
dfferentialis : 

ddy-l-Pdydx+Qydx’— Xdx’ 
vt  multiplicata  per  ex*  integrabilis  euadat. 


Pofito  multiplicatore  'Vzzef'vdx—eXx  erit  v~\ 
et  fatisfieri  oportet  huic  aequationi 

h\dx- hPdx-\-Qdx—dP=zo 

Qa 


vnde 
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vnde  fit  Q=XP-XX  -4-  js-  Primum  ergo  hoc 
euenit  fi  fuerint  P et  Q.  conftantes  puta,  P = A ct 
Qz=B  , ac  tum  X definiri  oportet  ex  hac  aequa- 
tione XX— AX  + B = o , qui  eft  cafus  fupra  trana- 
tus. Praeterea  vero  qualiscunque  funftio  P fuerit 
ipfius  a:,  modo  fit  Q=XP-XX-4-£| , aequatio  in 
eKx  dufta  erit  integrabilis  , integrali  exiftente: 
^x(dy+ydx(?-'k))~dxJekx'X.dx  feu 
dy+(V~\)ydxzzc-XxdxftXtyLdx 

quae  vlterius  per  */n*— **  multiplicata  et  inte- 
grata dat 

y—e-irix+^f/Tix-^sdxf^^dx. 

Corollarium. 

87+.  Sit  P=A+ar  et  Q=:B-t-p*  , erit 

B-t-(3*  = AX4-aX*-XX4-a  ergo 

B — A X — XX— l— ( z et  p — -ftX  , 

vnde  ob  X— * , cocfficientes  A , B , a , (3  ita  com" 
paratos  efle  oportet , vt  fit 

Bccet“Aap— pp+a’  feu  Baa+ppra(Ap+aa). 

Exemplum  2. 

875.  Definire  formam  aequationi  i different  io  - 
differentiatis  : 

ddy+Pdydx+Q  ydx’— Xdx* 
vt  per  cJvix  exiftente  v—j-f-p-x"  multiplicata  fiat 
integrabilis.  Cum 
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Cum  efle  debeat 

dv+vvdx— ?vdx+Qdx- dP=zo  , erit 
— ~-x  4 -^nx'-' — —/j.?xn 

+ £i  + 2 Xp.  *■"*  +p.  p..vsn-i-Q-  f! 
ergo 

0=  ( 2 X + »)  p.  *•-  - p.  p.  *«  -+•  p.  P *•+  £• 

Ponamus  Pzr  t-px*  erit 

Q— a X— a.)  -f-  a:1*- ‘ ((3\4-afji+(3«-2X(A-W[x) 

-b*,n(f3p.-p.p.) 

Sit  Q— fierique  oportet 

XX-(a4" 1 )X+a  + Y— o jP(X+w)  + p.(a-2X-«)2:3‘- 

et  p.((3-p.)=rfi 

Tnde  non  folum  pro  multiplicatore  litterae  X et  p.  , 
fed  etiam  certa  relatio  inter  litteras  a , (3  , y , $ , s 
definitur. 

Veluti  fi  fit  y—o , et  $=o  erit  (X-a)(X- i)  = o 
▼nde  X=a;  tum  (f3-|t)(a+n)  — o ergo  a-\--n 
tt,  pip.  — |3p.4-e=o.  Scilicet  aequatio: 

ddy-\-dxdy{  fix”—  £ J-f-ex1  %jix ’ zzXdx' 


multiplicatorem  recipit  e}vix  exiftente  «— -|-f-p.A:* 
fumto  p.  ita  vt  fit  p.p.  — (3  p.-t-e—  o.  Erit  ergo 
multiplicator 


V — 


et  efr dx — ~ 


0.3 
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Quare  fi  ponamus  xn "*■ ' —t  , erit 

„ i a , e*'Xdx  „ • 

j—x'e-*'- i«M/<rpf”,*,*Vjc/— ^ — feu 

P'yLdx 


Coroll.  i. 

876.  Si  fumatur  y n o et  eno,  erit 
pinp,  (3(«-X)n^  et  (X-a)(X- 1 )=o  , hinc 
Xm,  et  J = (a-x)P,  ideoque 
Qrr(a— ' » et  aequationis 

ddj-\-{i  + Pxn)dxdj-\-{*-  1 )P*'~'y  **'—  Xdx' 

multiplicator  exittente  *=i+px"  ita  vt  fit 

0 _JL_  *•*-+-* 


Coroll.  2. 

877.  Hoc  ergo  cafu  pofito  n t erit 

integrale : 

yzzx'~ afxa~ ’e~ p'  dxffi  'Xxdx 

quae  forma  fimplicius  exhiberi  nequit  propterea 
quod  in  genere  formula  'x*~'dx  integrationem 
non  admittit. 

, Scholion. 
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878.  Cum  igitur  inuentio  multiplicatorum  t 
^ui  huiusmodl  aequationem 

ddy  -f-  P dx  dy  •+-  Q,  y dx'  ~ X d x' 

intcgrabilem  reddunt , refolutionem  huius  aequatio- 
nis pofiulct 

dd  V - PdV  dx  -+-  Vdx{  Qdx- d?)  - o 

quae  in  hac  forma  continetur 

ddy  -\rVdxdy-t-Q_ydx1  =lo 

videndum  eft , quomodo  hanc  formam  etiam  per 
multiplicatores  t radiari  oporteat.  Cuius  multiplica- 
tor fi  fingatur  V fundtio  quaedam  ipfius  x , iterum 
ad  praecedentem  formam 

ddV  — ?dVdx-{-V  dx(.  Qdx-dV)  — o 

deuenitur,  atque  fi  hu  us  multiplicator  fiatuaturrU 
fundlioni  ipfius  x , hic  definietur  per  hanc  aequa- 
tionem 

dd\J-\~¥d\Jdx-\-  QJJdx  zxo 

ita  vt  fufficiat-  alteram  harum  duarum  aequationum 
refoluifie.  Ac  fupra  quidem  , vbi  yrzuv  pofuimus, 
ad  hanc  pofteriorem  aequationem  peruenimus : at 
mirum  non  efi  harum  duarum  aequationum  afte- 
ram  ab  altera  pendere  , cum  prior  ex  pofteriori  na- 
fcatur  ponendo  U—  e~ /Pd*V,  poflerior  , vero  ex 
priori  ponendo  V — *U , vti  tentanti  facile  patebit. 

Quoniam. 
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Quoniam  igitur  hoc  modo  difficultatem , fi  quae  oc- 
currit , tollere  non  licet , inueftigandum  cft  , an 
forte  eiusmodi  multiplicator  , qui  vtramque  variabi- 
lem x et  y cum  fuis  differentialihus  dx  et  dy  feu 
inuoluat , negotium  conficiat.  At  vero  faci- 
le perfpicitur  exclufis  differentialihus  hoc  fieri  non 
polle ; nam  fi  multiplicator  elfet  V funbio  ipfarum 
x et  y , cx  primo  termino  ddy  naicetur  intcgralis 
pars  V d y , quae  autem  differentiata  ponendo 
dV ~ M^/ar-h  inuolueret  in  differcntiale  par- 
tem Nrf/  , in  aequatione  non  occurrentem  , quae 
etiam  per  reliquas  integralis  partes  tolli  non  poflet. 
Quare  rem  tentemus  eiusmodi  multiplicatoribus  , 
qui  etiam  rationem  differcntialium  p tr  com- 
plebantur ; et  cum  ipfius  y cum  fuis  diffcrentiali- 
bus  vbique  fit  idem  dimenfionum  numerus  , eadem 
proprietas  etiam  in  multiplicatore  infit  ncceffe  eft ; 
fi  enim  diuerfae  ineffent,  fingulae  feorfim  negotium 
efient  confeburae. 

Problema  109. 

879.  Sumto  elemento  dx  conftante  definire 
conditiones , vt  multiplicator  huius  formae  M/H-Nr, 
exiftente  p~f%  et  M et  N funbionibus  ipfius  x 
integrabilem  reddat  hanc  aequationem 

ddy-j-Pdxdy-+-  Qydx*=o  , 
vbi  P et  Q funt  funbiones  ipfius  x. 

Solutio. 
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Solutio. 

Ob  dy  ~pdx , noftra  aequatio  eft 
dp-\-Vpdx-\-Qydxz:.o 
quae  per  Mp-f-INTy  multiplicata  fit 

Mpdp-i-Nydp-i-M  Ppdy+NPydy-t-  NQy ydx~  o 

+ MQydy 

quam  integrabilem  efle  oportet.  Ob  terminos  diffe- 
rentiali  dp  affeftos  pars  integrabilis  erit  [Mpp+Nyp, 
Tnde  integralc  ipfum  flatuatur  Mpp-f- Njp+S. 
cuius  differenti  ale  cum  iplam  illam  aequationem 
pratbere  debeat , habebimus : 

dS — M Pp  dy  N Py  dy  -f-  N Q.  yy  dx 

-t-  M Qydy 
— \ppd  M —ypd  N 
— Npdy 

quam  ergo  formulam  integrabilem  eflet  oportet,  quae 
cum  tantum  differentialia  primi  ordinis  dx  et  dy 
compledatur  , necefle  eft  vt  quantitas  p ex  calculo 
egrediatur.  Pofito  ergo  et  dN  = N'</.v 

ob  pdx  — dy  , primus  terminus  continens  p ad  ni- 
hilum redigi  debet  ' vt  fit 

MPpdy— ~Mypdy—  Hpdyzzio  feti 

MP— jM'— N — o vel  N-MP- 

Tum  vero  erit 

rfS^^NP  + Mq-N^+NQj^* 

Vol  II.  R cuiua 
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cuius  formulae  integralc  eft 

S^i/J^NP-f-MQ— N7)  vel  S —yyfNQdx 

quas  duas  formas  congruere  oportet , vnde  fit 
NP-l-MQ.-  J-i=a/NQ*r  feu 
N^P+P</N+M</Q4-Q.^M—  Aji  - iUQJx=o 

d ]i( 

quae  aequatio  cum  illa  N~MP—  , 4 x iunefta  con- 
ditiones quaefitas  determinat , proditque  tum  aequa- 
tio integralis 

iMpp4-Nrp+i»-(NP4-MQ.-  = 

C o r o 1 1.  1. 

880.  Si  fundliones  P et  Q.  dentur  , indeque 
M et  N definiri  oporteat,  ob  N — MP— 2^|-  erit 
^N~M</P-+-P</M—  et  fundbio  M definietur 
per  hanc  aequationem  : 

Q.KM+M(iPfl>-  gt-  iPQ*-MJ)=o 

quae  ob  difierentialia  tertii  ordinis  parum  iuuat. 

Coroll.  2. 


881.  Sin  autem  multiplicator  Mp  + N_f 
detur , ipfa  aequatio  ita  definitur  , vt  fit  primo 
-+■  7WJT  » ™de  ex  altera  , quae  eft 


j1?n_l_Q-dW  ,N  Q.d  X d d S 

m n — m <t* 


H 


haec- 
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haecque  per  M multiplicata  integrale  dat 


_«/•; ii*.  — 2/Nd* 

JV1Q/  ' M =/>  M 


PN). 


Coroll.  5. 

882.  Sit  hoc  integrale  — Z critque 

_ 1 HLiJL  — 2 P*** 

Z-e  J M (^-PN)-J-/e  7 - — *r  ) 

quod  pofterius  membrum  pro  P Talore  fubftituto 
abit  in 

— 2 rHdx 

!e  J M / » HdN  _ i N»dx  _ NNdM  \ 

JC  ' M HH  MM  / 

— a/Nl* 

•cuius  integrale  eft  manifefio  e M ^ , ita  vt  fit 

- r 2/^  ( - nffir)+c  «*«i* 


Z = r 


■ dN NdM 

M dx  iMMdx' 


Coroll.  4. 

883.  Propofita  ergo  hac  aequatione: 


ar^j* 

“+¥-f«)=o 

eam  per  4-  multiplicando  integrale  fit 


H dx 


^ + ^4- J/jfC*  1 * 4-  ¥-  )=Conft. 


R 2 


Scholion. 
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Scholion. 

"884.  Cum  ergo  pro  M et  N quascunque 
fundtiones  ipfius  x accipere  liceat,  innumerabiles  hinc 
nafti  fumus  aequationum  differentio  - differentialium 
formas , quas  ope  multiplicatoris  -f-  N y inte- 
grare poffumus.  Forma  fcilicct  generalis  , quae  hoc 
multiplicatore  integrabilis  redditur  , eft  vt  vidimus 


ipfo  integrali  exi  flente : 


MJ)1 


3 a x2 


4 


, /~Nd  x 


\bi  perfpicuum  eft  partem  exponentialem  conflanti  C 
affeftam  vtrinque  omitti  pofTe , cum  ea  fola  ifla 
proprietate  lit  praedita.  Quodfi  partem  exponentia- 

j rNdx 

lem  ad  algebraicam  reducamus  ponendo  r * ;L 
erit^=4i  et  N=3£  hineque  = 


i N dx  

M T~ 

. i LdK  M ii’  , -n  r 

H-  nr?x  — TiLTxi  ™de  ifla  forma 


ddy 

d x 


-4-  vtd-l^  _u  dLd*  — *•* 

j3x^1  M L iLMiX  Uii 


iCI.dx  v 
M i 


quae  per  -4-  multiplicata  integrale 

praebet : 


Mdy* 
id  x1 


Hydldy 
xLd  x1 


iw(OT+«-4 


Vel  fi 


ponamus  ^ 


. d_L  j_d  K_ 

L — K 


i±y 

d x ‘ 


r—' M L K Vt  fit  M 17" 

crit  noflra  aequatio  differentio  - d fferentialis 

& dK+'yfJ'_ ±L_  _ dL»  , dKdl  j C L Ldx\  _ _ 

dx  k rr lJx  "+•  icm  H — kk~j—  0 


quae 
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quae  per  ?£j-x)  multiplicata  dabit  integrale 


+W(.T 


dl « 


c^)}~.Conft.  • 


Ld  x* 


Exemplum  1. 


885.  Sit  Krr .t1*  (*-+-*•)"  et  IL—X^^+x)9^' 

f,r:t  d K m i n — m g -+-(  m -4-  n ) j.  dL„R  . » 

“ 1 K dx  x ~ a -+-*  x(a-f-jc)  ’ ) U*“x  ' 

tnde  coefficiens  ipfius  \ydx  erit 

_ jj v _ _ R» ** , mw,  mH-HR  1 n» 

~ xx  ~ («-4-X)*  ”*  «xx  x(u-»—c)  jic-t-Tj*  ' xx  > x(a+-x]  ' (04-tj* 

-h  2 C 

ieu  c 1— 1 Ju-hTT  -t-  ,4.'«  j*" 

-f-  2 C a**—*.  ( a + x )’*-** 

■vbi  fequentes  cafus  notaffe  iuuabit. 

J.  Sit  m-iJL+*  et  n-v  erit  ipfius  \y  dx  coeffi-  '• 
ciens : 

tt+»C  _i  » (r  -4-  1 ) 1 *(  v — « ) 

iii  1 x(‘a-4-x)  * 1 ( a -t- x~F' 

Hinc  ifta  aequatio 

&+*{'-*-• + rh)+i  + g^)=® 

multiplicata  per  + ar)"(di  4-(; 

integrale  -dat  : 

+2(  & ■ +^m^^+^+^))=conii. 


R 3 


II. 
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IT.  Sit  m — i a + J et  nzzy-i-i  erit  ipfius  iydx 
coefficiens : 

uftt  — » ) t_  » »( » — o 

ixx  ix(a-t-x)  ’ 1 ila-4-*)*' 

Hinc  ifla  aequatio : 

£+<W*±t+  £5  HW&  + + fai)=o 

multiplicata  per  aJW-'(u+ar)'^'(g4-; r(J+ jip;)) 
integrale  dabit: 

+2fe + ssVk  ve + s^+b£>»  -Conft. 

HL  Sit  tn  — p.  et  n=zy-{-i  erit  ipfius  i ydx 
coefficiens : 

U(  H — t ) i ttf»  -4-  ■ ) i V»  -V*  c 
*xx  jc(  a -(-*  ) i(  a -p.  *)*• 


Hinc  ifta  aequatio : 

j?+*(S +:-S)+i  JCX  “i“x(a-*-je)  '^lan-xl1^  ® 

multiplicata  per  + + —5)) 

dabit  integrale : 

l/^TfS  + sfeW  *S  + .fe  + £&))=Conft. 


Coroll.  1. 


8M.  Sit  cafu  primo  y—%  et  C-—  Jp-pi  ha- 
bebitur haec  aequatio: 


quae 
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quae  per  “ap- 

plicat* praebet  integrale  : 

+5^))=C«tt. 

I 

Coroll.  2. 

887.  Sit  cafu  tertio  p.=  2 er  4-Cc:— vv  ha- 
bebitur ifta  aequatio: 

1 jv  i £zti.*rhll?  -4-  

a*  ^ 7'  *(«-hT5  ^ * ( « -+-* > — 

quae  multiplicata  per  (<»-h  (^-f  j-^)) 

dabit  integrale  :• 

Ux  («+*Mg  +#(*+  £>+*)-(£  + SBW  ))=C°°n- 

Exemplum  2. 

888.  Sit  Kra:m(ca+arA:)"  et  Lrjt^aa+xx)1 


erit 


d K m 


= ?-+- 


«»»  et  dL  — t 

««  + **  Ud  * ’ x 


Kdx  x • aa-t-xx  Udx  * 1 aa-hxx 

et  aequatio  difierentio  - di fFerent ialis  hanc  induet 
formam 


g+*g+ 


1 p-»-0  , «fjM-i)**. 

’ ao-+-xx  ' (oa+xx)*- 1 

*Cx*-im  } 


[aa+xx)^'l~,', 

«ius  in  xim-»[Qa-i-x  4-  )) 

duftae 


— o 
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duAae  integrale  erit 


A.Cx,iL~'m 

Euoluamns  hic  cafus , quibus  aequatio  difRrentio  - 
differentialis  hanc  obtiuet  formam : 

f+^(;-+^)+i^+5+s^F+s^J=°- 

I.  Sumatur  [x.— m et  v~n  , eritque 
D~  2C;  i),'Fri#(w+r)  et  C~in[n-2). 


H.  Sumatur  {*  — wr—  1 et  eritque 

Dr  o j E=iC  + |(ffl-i)’  j F~2»(«-+-i)  et 

• G“  2«(«— 2). 

III.  Sumatur  \x~m- 1 et  2 n- 2 1 feu  v~n+l 

erit  -vltimus  terminus  ^i-1  — 2C  + Ergo 

D=aCj  E=2Cflfi+;(m-i)’;  ¥~2[mn+n+  1); 

G = i(2«+i)(aa— 5). 

. IV.  Sumatur  \x.  — M et  feu  y—»-‘ 

erit  vltimus  terminus  -a--ai^jr  idecqtre 

D~o  ; E~  \m[m  - 2)  F~ 2C4- 2 w«-f-2«— 1 • 

■ , . Grri(a«-i)(a«-3.)i 

V.  Sumatur  fx—. m-j-i  et  v—n—\  erit  -vltimus 
terminus  oa^_XJC — .2C  aa+xx*  ideocjue 
t)^aCf  E=^«t+i)(«-3)j  Fr-aCflfl-F2«(w+i)‘ 

. G=i(2«-i)(a«-3). 

VI. 


Digitized  by  Google 


C A P V T V. 


137 


VI.  Sit  jx  — m—i  et  v—n—  \ erit  vltimus  ter- 
minus *x(  a T+xx)  ’ a a x x ««[an  + ii)  Vnde  fit 

t)no  j Y i F = Vr4-2w»  + 2«-2; 

l){2fI-3). 

VII.  Sit  [x— w+t  et  2 « - zy  — 2 feu  y— n-  x 
erit  terminus  vltimus  X™C-£~xx)*  itlcoclue 

Dzro;  E=I(«-+-  i)(w~3)  5 F rz  2 n[m-\-  1) ; 

Gn2C  + 2(«-  i )*. 


- VIII.  Sit  4-2  et  v—n  — 1 erit  terminus 

rlto»r4ra=*C-nS-.-|=pT  hineque 

Dr2C;  E^i(ff/4-2)(w-4){  Y^-zQaa+zmn+in+x 

et  G = — 2Cfla+2(a- x)*. 

IX.  Sit  jx— m et  v~n—i  erit  terminus  vlti- 
™us  pr -T&m *—  ~ * * r hinc^uc 

D=Oi  E — im(m~a)i  F=z~  2 m n-i- zn- 2 ; 

g=tt +*(*-*)*• 


X.  Sit  jx  — m — 1 et  v~n—  1 erit  terminus  vl- 

. . - C _ iC « C , 1C11 

timUS  i'(««  + J J)  ' * «,(oa+»»),l 

hineque 

Dzo  j E^s^  + Kw-i)‘ j Fr:ir  + 2«n  + 2»-4; 

G— :*C  + 2(77-1)*. 


m 11.  s 


Problema 
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Problema  iro. 

889.  Sumto  elemento  dx  conflante,  fi  IC  et  L 
denotent  fundiones  quascunque  ipfius  x , inuenire 
integrale  completum  huius  aequationis  differendo - 
difftrcntialis 


XCUUUiia 

, , dy  die  , . vr  J Jt  _ _*•  _U 
+ ih-  K ^ iLLdx  “ KLJx 


dtCifL  . iCLL*r>_~ 
KLJx  "•  KK.  ' 


Solutio. 

Quoniam  haec  aequatio  integrabilis  redditur  fl 
multiplicetur  per  ir  ( -H  ruht ) eius  integrale 
completum  , \t  fupra  vidimus  eft 


quam  aequationem  differentialcm  primi  gradus  adhuc 
integrari  oportet,  quod  cum  ob  conflantem  indefini- 
tam maxime  fit  difficile  , ea  negleda  primo  faltem 
integrale  particulare  inuefligemus.  Erit  ergo  ex 
aequatione 

(dy  i_  y <*  1 \f  1 - ?JLL  y y ZZO 

Idi  ^ aLdX'  ^ KK  77 

radicem  extrahendo 

i2  -i-JL*k-z=  ^y-C  feu  i?  4- 

tx.  ^ *Ldx  K y » t K 

fnde  fit 


. jYLzzolc 


Cum 
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Cum  igitur  aequationi  differentio  - diffcrentiali  pr» 
pofitac  fatisfaciant  hi  duo  valores : 


yzz  — e 

J VL 


ct  y — 


_ P 


-/^y-c 


VL 


bini  coniun&i  etiam  (atisfacient , quibus  quoniam 
duae  conflantes  arbitrariae  introducuntur  , cius  inte- 
grale  completum  erit 


y~ 


L d X 
K 


v-c 


f~Ldx_ 
• K 


V-C 


quae  expreflio  valet  fi  V — C fuerit  quantitas  realis, 
fin  autem  fit  imaginaria  , erit 


ficque  habetur  integrale  completum  aequationis  dif- 
ferentio - differentialis  propofitae. 


Coro  11.  1. 

890.  Hinc  igitur  aequationis  diffcrentiali* 
primi  gradus 


(dJZ 

'dx 


idl  \* 


iUx 


V_4_  C L L y* A L 

' KK  KK 


quae  per  fe  fatis  efl  difficilis,  integrale  affignare  va- 
lemus , quod  efl 


ridx  y__r  rLA*  i/-_P 

,-k~V  — y L 

~ VL  e i 


i modo  debita  relatio  conflantium  a et  p refpeftu 
Mnflantis  A definiatur. 

S a Coroll.  x. 
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891.  Erit  autem  per  VL  multiplicando  et 
dlffcrentiando 


dyV L+  iif C.e  V~C. 

m 
y 

rlixV -c  -rUiV-c 


Hinc 


vndc  fit 


ideoque  A~  4Ca(3  feu  (3~ 

Scholion  1. 


892.  Quamuis  ergo  aequationem  propofitam 
ope  idonei  multiplicatoris  integrare  licuerit , altera 
tamen  integratio  maximis  difficultatibus  premi  vide- 
batur. Interi m tamen  ope  fubftitutlonis  aequatio; 

illa  diffcrentialis  primi  gradus  tra&atu  facilis  reddi- 
tur ; pofito 
oritur  (yjh 

fan  <*z 


enim  y—jr  , vt  fit  dyVL+y~l—  dz 

>«  . CLzz  _H  1 . _ da_t  ,/»  . , 

) + KK  — KK  y hmC  djt-K^(A—  L^S  J 

— )—  quae  integrata  dat 


/( 2 V - C 4-V  ( A- C**)}  zLf  L-i* V- C-h/B 


vnde  praecedens  integrale  eruitur.  Caeterum  forma 
noffrae  aequationis  different  io  - diffcrcntiali»  aliquanto, 
commodius  exhiberi  poteft  hoc  modo  : Si  P et  R 

fint 
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fint  fun&iones  qnaecunqnc  ipfius  x r fiimaturque 
elementum  dx  conflans , huius  aequationis 


ddy-dj^  + ¥)-*(*¥  ~ 
bis  integratae  integrale  completum  efl : 
aflA.*  -af*ix 


y—aVe 


f3P< 


fiquidem  a fit  quantitas  realis.  At  fi'  o erit 
j — , fin  autem  fit  aa~-cc  erit 

y~ aP  fin  + Tum  vero  illa  aequatio  inte- 

grabilis  redditur  fi  multiplicetur  per 
eritque  integrale  primum  : 

. *-V^y^')=:Cbn(t 

Hinc  patet  in  illa  aequatione  differendo  - differentia!! 
commode  hanc  fubftitutionem  adhiberi  P« , qua 
ca  transformatur  in 

ddz+dz(i?-f)-  o r 


quae  per  multiplicata  fponte  fit  iutegrabilii, 

Quin  etiam  pofito  , vt  habeatur 

ddz-^ri-^--a^\ ii-*  = o 
multiplicator  Sj  r flati m dat  integrale 
Tj? laazz  — Conft 


S 3 


Scholion  z. 
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Scholion  2. 

893.  Viciflim  ergo  cx  hac  forma  fimpllcifiima 
$>Sddz-\-SdSdz—aazdx'  — o 


quae  per  dz  multiplicata  integrabilis  reciditur  , for- 
mas magis  complicatas  deriuare  potuiflemus,  ponen- 
do z et  S — Quae  quanquam  in  formis  ge- 
neralibus fatis  perfpicua  , tamen  in  exemplis  deter- 
minatis plerumque  haec  deriuatio  nimis  eft  occulta  , 
quam  \t  menti  occurrere  poffit.  Veluti  in  cafibus 
§.  8 88.  euolutis  , fi  N*.  IX.  fumamus  mz=.  a , et 
C—{n-\)'aa  , fiet  D=o  , E— o,  F = 2«(*H-i) 
et  Gi:o  , \nde  habetur  haec  aequatio: 


idy 

dx 


-zdy[  i-4- 


niV.)4-,<:.-^al*=e  fe« 


JJ  , »dgdy(aa-t-tn->-0**)  i n(n4-’  _ 

aay-\- «(<«>»;  *+*  ao-»-**  — v 

quae  integrabilis  redditur  ope  multiplicatoris 


integrali  exiftcnte 

mxx{aa  + xx ) ^ ( dX  -r  *(aa+x*)  J + (oa+juj*  womu 


Pro  integrali  ergo  particulari  erit 

dy  j dx  ■ ( n — i \ x d x i (n  — i ) g d * V — « 

y X ‘ H + JJ  «g  + xx 

vnde  colligitur 

« , | ( B—  ■> 

ayUa+jrx)  * =«(^"y-5r)~  2 • 

Ergo 
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Ergo  bina  integralia  particularia  coniundta  dant 
jz=l-(a-xV-i  n*"4"  1 (a-t-xV- 1)^ 

integrale  completum.  Hoc  antem  cafu  aequatio 

noftra  ad  formam  fimplicifiimam  reducetur  ope  fub- 

» —1 

ftitutionis  y—\{aa\ xx)  * , cuius  ratio  et  iuucn- 
tio  difficilius  perfpicitur. 

Problema  nr. 

894.  Sumto  elemento  dx  conflante  inueftigare 
conditiones  quibus  aequatio  differentio  - differentiatis 

ddy  P d x dy  -+-  Q y d x'  = o 

integrabilis  redditur,  ope  multiplicatoris  huius  formae 

7 d a*  

C ij*  + Mydydx-t-Nyydx* 

denotantibus  litteris  L , M , N , P , Q.  fun&iones 
ipfius  x. 

Solutia 

Tribuatur  denominatori  huius  fcuflionis  talis 
forma  (dy-\-Rydx)(dy-+-Sydx) , ac  leui  atten- 
tione adhibita  patet  integrale  huiusmodi  formam  efle. 
habiturum : 

V -f-  IpLr^  yJ*  — Conff. 

d y s y d x 

cuius  ergo  diffcrentiale  aequationem  propofitam  pro» 
ducere  debet.  Dat  autem  diflerentiatio : 


quae 
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quae  ad  communem  denominatorem  reduda  abit  in  ; 

/S  -R)  ydxdd}+(R-Syxdy*+ydxdj{dR-dSy\-)jdx\SdR-K(S)7 
+ dW  dy'+[R+S)ydxdydV  + RSyydx* <*V$“ 

Statuatur  </V=z(S-R)</.v , vt  aequatio  per  y diui- 
fibilis  euadat  , ficque  orietur  haec  aequatio  : 

(S-R)rf<//+</>'(</R-</S)  ^^(S^R-R^S? 

^Sb-RR^^-t-RStS-R)^*'  b~° 

quae  vt  cum  forma  propofita  conueniat,  fieri  oportet: 

P=(R4-S)-+-(fe1l7  et  Q=RS+  •-&=$£ 

quos  valores  fi  fundiones  P et  Q habueriut,  aequatio 

ddy-\-Vdxdy-\-Qydx'~  o 

per  l7j^R^idy^y~r  multiplicata  integrale 
dabit : 

f(S-RUr+/i2£}g±=C>m!L 
Si  ponamus  S ~ M -f- N et  R^M— N erit 

et  Q = MM-NN+£-£f. 

Coro  11.  i. 

*95-  Quaecunque  ergo  fundiones  ipfius  X loco 
M et  N affumantur  , indeque  definiantur  : 

P=*M -Hr  et  Q=MM-NN+J=~5S- 
huius  aequationis 

< idy-\-  Vdx  dy  4-  Qydx*  zr  o 

inte- 
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integrale  erit 

>/N*r-t-/Jf#  I^fn-Conft 

Coroll.  2. 

89<5.  Si  ponatur  _y~efzix  fiet  noftip  aequatio 
diflerentialis  primi  gradus : ' . . ; 

dz  -i-  z z d x -+-  P z dx  -H  Qdx — o 
'cuius  propterea  integrale  erit 

*/Nrf*+/^S=f}=Cbqft, 

Coroll.  3. 

'897.  Si  velimus  vt  fit  Pro,  et  aequatio 
habeatur  huiusmodi  ddy-\-Qydx'- :o  , capi  debet 
eritque  Q=-j^-  — MM—NN  , eiusque 
aequatio  integralis 

'Coroll.  4. 

'898.  In  'genere  autem  prout  conflans  capiatur 
Tei  -+-c\>  vel  — co,  obtinebitur  integrale  particulare 
vel  </y  + (M  + N)./</a:z:o  vel 
vnde  erit  vel 

J ~ a ygj  y — 'p  g—S  (M— N)i* 

ex  quibus  noflrae  aequationis  colligitur  integrale 
completum : 

* Vol.  II.  T Exem- 
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Exemplum  i* 

899.  Sit  et  Nr(3,  erit  ?=za  et  Qraa- (3(3 
tnde  huius  aequationis 

ddy  -+-  2 a dx  dy  4-  ( a a.—  (3  (3 ) y dx' = a 

integrale  eft  :• 

‘(lx+/&&..fZf-!0=Contl  ■■■ 

In  quantitatibus  autem  finitis  integrale  completum  u 
y— e~«x(  A e-?x +%£«*). 

Cafu  autem  quo  (3(3— — yy  aequatio 
ddy-\-  2a</a*^-j-(aa4-yy)i^//.v,rr.o 
bis  integrata  dat  :• 

y =■  A.*“  **  fin,  ( y.  x -f-  C ) 
at  fi  yrro  , aequationis 

ddy-\r  2.  ad xdy.  -|- azydx'  ’—  o 
integrale  eft 

y=e-**{  A-q-B.v).. 


Exemplum  2.. 

900.  Si  M — | et  Nr(3a”  erit  et 

Q=*i  - pp*”1-  ^ - (30*?».. 

Ergo  huius  aequationis 

Jdv^L2=!LV*4y  , ofa-ti-.Mi*  - - . «■ 

*•  "t  ** — ~(3(3x,nydx  =0 


j 


. \ . . inte>- 
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Integrale  primam  eft 

« 3 r^,  . jXdy+tz-px^ydx 
KT>X  xdy+^+J^JTx-Co^ 

Integrale  autem  fecundum 

,=r*t.  A<’*+r+B<"S*T)  ' 

fi  (3=o  erit  Id  y = x~*  ( A + B x**" ) 
fio  autem  (3(2=z—  yy  erit: 
y = A ^ **+'  -f- C. ) 

CorolL  i. 

90 r.  Sumto  n—za,  vt  habeatur  haec  ae-= 


ddy— 


a( «-+-  » )yix 1 


— PPar4*,y^a4*=o 


«rit  eius  integrale  completura 


— p yag-f-1 


■A-*"**\ 


N — Bra^‘  ) 
fi  fit  {3  = 0 erit  id  _y=A'~*(  A+Bar5*^'*) 
at  fi  P(3=— y y erit  hoc  integrale 
j — A a-“  fin.  ( rsrirr  *3a+'4-C  ). 


Coroll.  *, 
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Coroll.  2. 

pot.  Ponamus  a~—  x , vt  habeamus  hanc  ae- 
quationem ddy—^0^-— o,  cuius  ergo  integralc 
S -fi 

erit  y=zx[ Ae*-l-Be  x)  i ybi  notandum  fi  fit 
pp— — yy  fore y—  Aarfin.(]r -4-C). 


Exemplum  3. 


A*"1 

903.  Ponatur  N , 

p nxn~'  _ r ..  m 
— ■ et  fumatur  M=— - — 

a+pa:"  aa: 

fiat  P=o  et  . 


▼t  fit 


</N m 

N</ac  ac 


p » ar"~* 

2 ( a -b  p ar") 


— m p«(«— 1 )ar*~~»  pp«»x»*~‘ 

ixx~~  a(a4-pac")-'  a(a-|-paf")* 

ctw  pw>ffarB~V  _ ppnna:1"-1 
~4*ac  + "Tia+p^")  ' +(«+P*T 

’ AAar1" 
"Ca-i-pac’/ 
fiue 

-w(w-f-a)  , n(m-n+  i)Par*~»  _ ppwta^-^AAar1* 
^ 4.VX  *"  a(a+px")  + 4(a4-pa,*J* 

et  ob  /"M</ar=;/N  erit  integrale  : 

> =r  ij-C  CW  N * -i- D^N  d *) 
huius  aequationis  ddy-i-Qjdx' —o. 

Vt 
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Vt  expreflio  ipfius  Q fiat  fimplicior,  hoc  fieri  poteft 
pluribus  modis , dum  numerator  partis  poftremae 
per  a-t-P-v"  diuifibilis  redditur. 

I.  Sit  m-n-i  et  AA=Jpp«»,  eritque  Q=-^ 

< 1 Q n v*-1 

tum  vero  Na  ;rr  et  / N dx  = i /(<*  -1-  p *") 

OL  T p* 

jvnde  aequationis  ddy—  — —j, y d~-  — o iategrale  eft 
^ — y^J— < ( C -1- D a 4- D p ). 


T XI.  Sit  aw=:~  2 feu  m=-i  et  4AA^=aa«» 
erit 

i ffwp.x*-’  p nnx^-annx-' 


+xx  2(a4-paf")^ 
(l=^rr  vt  ante. 


+(«+P^) 


feu 


t III.  Sit  xm--n-z  feu  et  +AA r-qr 

fietque 

-{nn-4)  wnpx'—  nnippx^^apx^+cutx-'-') 

Q-~i6xx  ~ 4(a+par")  4p(*+P*") 

4.-»»  nn  («aj-^-apa^-apP*"”’) 

fei>  Q—  — 4 

x.  i6XX 


4p(a4-px") 


quae  expreflio  abit  in 


4-w*  nn,  . . „ 4-9«»  . »»* 

^ + ifs(“  ^ )=  TiiJ  + 


T 3 . 


Quare 
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*$o 


.iQuarc  cum  fit 

n — i 

«aV-a  x 1 

N“  + TYp-"  a+.^x'  ent 


«a  V—<t 

/N^-T7~/ 


“ n/G  ' . "-+-  » 

1 ^ (&~i~px*')x  * 


I * 


«fumatur  nz z\ , yt  fiat  mzz—Z  *t  Q = 


lV- 


a x 


,4 
T 


9pv* 


OtV-rt 

j hinc  fKdxz-^f 


(tt+Px^X* 


a -t-px1 

ficguc  aequationis  ddy*\ —,ydx'  --o  integrale  eri* 

jrzz^Ce-s***  -t-De™'*). 


Sin  autem  capiatur  nz-]  art  fiat.»--*  et  Q— - 


-erit  N— - 


-aV —d  x 


9&X1 


3Vp  * 


et 


/N 


3yP 


i . 

-aV-tt ^ 

3Vp  / 


</x 


ynde  aequatio; 


ax-d-p*1 


ai 


P 


,,  ay</x’ 
ddy  -t-  •£- — - — o 


9pxJ 

fimili  modo  integratur.  ' * 


Scho- 


fril 

Klt 


io 


•ia 

a> 


$» 
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5041.  Aequationem  ergo  ddy -\r  Axmy dx  — a 
his  caftbus  integrare  licuit,  mzzo 
nxz— J et  r/rz-2  , feu  ffr~  — 2+  1 , mzz— a. 4^^ 

Quodfi  vlterius  sonamus 

Ii  modo  integrationem  cafuum  iftius  aequationis 
wr-i  + } impetrabimus,  quibus  quoque  aequatio» 
differentialis  primi  gradus 

dz  + z s</r+A  xmdx~ r o 

integrationem  admittit.  Haec  autem  cafuum  inte- 
grabilium  inueftigatio  nimis  eft  operofa  , quam  vt 
eam  fuGus  profequamur  , praefertinv  cum  infFa  me- 
thodus occurrat  haec  omnia  commodius  euoluendi. 

SchoTion  2', 

905.  Ex  his  colligere  licet,  quantus  fru<ftus 
ex  inuentione  multiplicatorum,,  quibus  etiam  aequa- 
tiones diflerentio  - differtntiales  integrabiles  reddun- 
tur expe&ari  queat , etiamfi  exempla  hic  tradlat» 
tantum  leue  huius  methodi  fpecimen  referant.  Ali- 
quas autem  faltem  multiplicatorum  formas  hic  fum 
contemplatus , neque  vllum  eft  dubium  , quin  pia- 
res aliae  formae  pari  fucceflii  in  vfum  vocari  queant. 
In  hoc  porro  capite  tantum  eiusmodi  aequationes 
diflerentio  - diflerentiales-  tra&auimus  irt  quibus  al- 
tera variabilia y cum  fuis  diflerentialibus  dj  et  ddy 
i 'IV.)  fbique 
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vbique  vnicam  obtinet  dimenfionem.  Verum  eadem 
methodus  quoque  ad  alia  huiusmodi  aequationum 
genera  extenditur,  quae  etfi  parum  adhuc  eft  excul- 
ta , tamen  vfu  non  carebit  fequens  applicatio  , -vbi 
integratio  aliarum  aequationum  differentialium  fecundi 
gradus , quae  aliis  methodis  trafiatu  difficillimae 
tideautur  , ope  multiplicatorum  docebitur. 


CAPVT  VI 
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CAPVT  E 


D '£ 

INTEGRATIONE  ALIARVM 

AEQVATIONVM  DIFFEREN.TIO-DIFFEREN- 
TIALIVM  PER  IDONEOS  MVLTIPLICA- 
TORES  INST1TVENDA. 


Problema  112. 


P 


90  6. 

ofito  elemento  dx  conflante  fi  propofita  fit  ,hu- 
iusmodi  aequatio : 

j j AVVl  x * 

««/-+*  h,>  + c+,d*+exx)* — o » 
inaenire  multiplicatorem  quo  ea  integrabilis  reddatur. 

t 

So  1 u ti  o. 

Pentetur  tallis  multiplicatoris  forma 
rbi  P et  Q fint  fundiones  ipfius  x , et  prododi 

■»  MMy+Qf  **■)+- - ^ i - 0 

laay^ay-rsLJ  (fy,,+c+iD*+E») 

integrale  ftatuatur : 

Pt//-f-  2 (^ydXdj-^-V  dx"ZtCodft..dxt 

Vol.  II.  V rbi 
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■vbl  V fit  fuiadio  binas  variabiles  x ct  y compicftcns. 
Erit  ergo  fa<da  aequalitate  : 


-\-dPdy'  + lydxdQdy  (/  z Ay dx'( Pdy+Qydx) 

.+  2 Qdxdy'  + dx*  dV  (Bj^+C-t-aD-v+E^A-)’  ~ ° 

'"Ipiae  per  integrationem  valorem  ipfius  V fuppeditare 
nequit,  nifi  fit  dP-+-  2 Q//a*:=o,  eritque  tum: 


A»(  iVdy  — Td  P ) 2 vdv^S- 

— (J»+C+iDjc  + E*i)!  JJ‘ix 


cuius  formulae,  fiquidem  integrationem  admittat,  inr 
tegrale  ex  variabilitate  ipfius  y erit 

±r A* <*q. — v 

B[B>J  + C + :Dx  + E*i)  yy-Tx — * * 


Sumto  ergo  y conflante  necefle  efl  fit  , ^ 

_ AdP(^-4X^iDx+ExxV»-5AMx(D4-Etj _ v „ 4dQ_-  — AryJp 

«Bj7-+-C-hjDx-HExj:j‘  ' dx  "(B^+C^Dx+toS?  9 

cui  fatisfit  fi  — o et 

-dP{  C4-  2 Da4-Eaa)  q-a  P</r(D  + Er)=:o 

quae  duae  conditiones  an  fimul  confidere  poflint  vi- 
dendum ed.  Poderior  autem  dat : 


dP iDJ  Je  — l—  i E x d x 

P C+iDj  + Exx 


idcoque  P = C+aDa+E** 


vnde  fit  , 


r ^-.^^-D-E^hincffr-E  et 

w ••  , **  'd  x* 

Multiplicator  ergo  quaefitus  ed  : 

" ( C + 2 D a -+-  E a a ) - 2 y dx  ( D 4-  E x ) 


hinc- 
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hincque  obtinetur  iutegrale  : 

d^t(C+zDx+Exx)-'-i^(B+Ex) 

— Af  c-t-  1 p«-hexx_) i_Eyy=:  Conft. 

B ( B7  >-|-C-+- »D*^-Ex*  J ~ 

feu  -ytrinque  addendo  | 

g(C+2D*+E^)-^(D+EA0  + i^ECTE: 

-t-Eyy  — Conft. 

Coroll.  1. 

; 907-  Haec  ergo  aequatio  ddy-\~  r0, 

>bi  A —aa  , Brr  x , Cro  , D~o  et  E~  1 , in- 
tegrabilis  redditur  multiplicatore  2 xxdy  — zyxdx 
eiusque  integrale  erit 


xxi ■*»  _ txydy  , , 

dx»  * yy-r- 


-™yy-—bb. 

yy-hxx 


Coroll.  2. 


908.  Si  hic  ponatur  y~ux , ob  dy~udx-\-xdu 
habebimus : 

XXUU+  + «J-fl  + ^t=bb  . t 

t ux*  du 

-nxxuu-  — j~x—  - - ; * f 

• - , 1 . ‘ - . v.  s 4 

•+-#*««  fiue 

a«  d nJ  , j>6  -4-  ( i i — a a )un  er»n  3je  d u V(  i -fc-u  iQ 

-lix*  ' i + m S se  ac  v ; 6 i -t-  ( 6 6 — 

.^vnde  tam  .r  quam  y per  u determinatur.  . 

v ..i  ... 

V 2 Coroll.  3. 
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A 11  It  K 


909.  Simili  etiam  modo  integratio  in  genere 
perfici  poteft.  Sit  enim  breuitatis  gratia 

C-+-  2Dx-4-Exx:=Bsz  , erit  — 

et  aequatio  noftra  fiet : '« 

B zz  dy’  j B yzd y dz  1 p .,1  ~~~ 

■"%!*«  -r&yj-T-  B lyy-hzz)  B 

quae  pofito  y~uz  abit  in 

B5F*dT»«  i E <.<.«*  O- * 

“51» — »(,  + !«)  — B 

At  - jd-zI  ~ 5il  vndc  oritur : 

d «t*  B B 7 

B z*du*  1 CE-DD K-MK— A)*u  fini 

“dii-  •+- B — — BTr^-STT^  Ie 

EBi*di>»  __ K -t- (K—  A -fe-DD-r-CB)un-f-(PP  — CB)u* 

. 4 a*  — * ' ' 1 ' 1 -t-  u 

ita  vt  fit  reftituto  valore  ipfius  z 

d X . J«V(i-MIU) 

g-l-t-  — V(k+(k-A4-DD-  C^]a«  + (DD-Uiyi.‘ ) 

ficque  x definitur  per  u , indeque  etiam 


,c  + .n  i-4-e** 
5— 


Scholion. 


910.  Hinc  patet  fubflitutio  , qua  tam  ipfa  ae- 
quatio diflerentio  - diflerentialis  propofita,  quam  mul- 
tiplicator ad  formam  commodiorem  reduci  debet 
Pofito  enim  ad  abbreuiandum  C+  2Dx+Exxr:B«: 

aequa- 
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aequatio  noftra  ddv-^  ope  fubftku- 

tutipnis  y—uz  trqpsfqrmatpr  ia 


A u i x* 


zddu-\-zdzdu+uddz-\-  , — o 
cuius  multiplicator  eft 

aRfz^^-jKC^)  (eu  aJJsVa, 

?el  Cmplicitef  z'du.  Cum  autem  fu  erit 

ddz  — — — rf«fafP~4-E«)  — Ei*«  _ — (ge— nn)i*« 

Bs  Bss  Bs  BBi1  BB**- 

ita  vt  lit  z' ddz  =:c-^j^—dx' , vnde  aequatio  noftra 
per  z 'du  multiplicata  induit  hanc  fornaam 

z 'duddu  + zz'  dzdu' +c*=^-ududx' -^7^  ==  9 

manifefto  integrabilem  , integrali  exiftente  : 


lz’  ^'+^iuudx'  - i- = i Confl.  dx' 


cuius  adeo  noua  integratio  Qb  z funtfionem  ipfius  x 
mox  in  oculos  incurrit,  cum  fit 

a « ) ) 


z z du  =r  dx  V ( Conft.  + Uu  -+- 

u * 


rsr 


vbi  variabiles  u et  x fponte  (e parantur.  Caeterum 
hic  notetur  fumftionem  pro  z atfumtam  fatisfacerc 
aequationi  z*ddz—<tdxi , cum  tamen  eius  ratio 
non  fit  manifefia.  Multiplicando  autem  hanc  aequa- 
tionem per  ^ prodit  2 dzddzz=.*-2-^ir~  , cuius 
integrale  eft  dx^pd*-  *^  feu  dx=^^— 

V 3 " vnde 


vnde  porro  fit  f3x— i—  Y = V(fizz  — a)  , idcoque 
^zz~a.+  y y+  z^yx+^^xx,  quae  efi  ipfa  noftrt 
forma.  , . ' 

Problema  113. 

91 1.  Sumto  elemento  d x conflante1  iilUe- 
uire  formam  generaliorem  aequationum  differentio- 
differentialium  quae  ope  huiusmodi  multiplicatoris 
Mydx-\-Ndy  integrabiles  reddantur.. 

Solutio. 

• * 

Quia  multiplicator  ope  fubftitutionis  jrRi< 
jn  formam  fimpliciflimam  Sdu  transmutari  poteft 
hac  fubflitutionc  ipfa  aequatio  difierentio  - difleren- 
tialis  induat  hanc  formam:  . • 


ddu-\-?dxdu-±-  txt 


cuius  poftremum  membrum  p:r  Sdu  multiplicatum 
fponte  efl  integrabile  , fi  quidem  U denotet  fusio- 
nem quamcunque  ipGus  u , dum  R et  S et  P fint 
fundiones  ipfius  x.  Cum  ergo  aequatio  r.  . j a 

r Sduddu."\~T?Sdxdu  -i-U dx  du^-rO  • ■ ■ • . ; 


, debeat  e fle  integrabilis  , pofito  integrali 
iSdu'-\-dx-fUdtt=-iCdx  '■ 
aecefle  eft  fit 


'.K! 


‘tdSdu—?Sdxdu  fcu  P^.r  — 

i-./  / 


(i  S 
S* 


Q110- 
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Quocirca  hacc  forma  generalis 


ddu-\- 

i j 


i S dii 
%S 


U d ; 


~ O - 


per  Sdu  rriulti plicata  dabit  integrale 
Sduzz4x'{C-*f\3du} 
quod  denuo  integratum  praebet  : 

.it  — r d u 

/ ys  ~ J y i e~.j  ud  u/- 


i. 


Curti  igitur  haec  fint  manifefta , ponendo  u~  £ ad 
formas  magis  intricatas  regrediamur  , ita  vt  iam  fit 
U~fun<Jt|.  Nunc  vero  cflE  ‘ ' 

*='*-&'  « ~ + 
vnde  aequatio  noftra  fit  k ‘ ' * 

’ . . ' 1 ' >.  ':•»*.  . ■ » ‘ . i • j 

dd>  • j d R Ay  ddR  ‘ i t y i R*  ■ Od  jc*  

R RR  RR  *•  R>  -"T"  S - ■!. 

I d S i y , , ,>d  Rds 

‘ iRS  1 . * R RS  ’ 

• i t ' ' , / 

qutc  per  ^(R<ty -j'^R)  integrabilis  redcfctur. 

Vt  igitur  ad  formam  fupra  propofitam.  accedamus , 
ftatuamus  S — «R*  , et  aequatio 

J ddy  _ yd-d  R . Ud%«  Q 

R R R 1R*  . > ..  . 

• r!,.  ^ 

per  aRR(R<fy— j</R)  multiplicata  integrabilis  red- 
ditur. Seu  haec  aequatio 

Kddy-jddK-h^f-.y^-o 

per  R dy-ydR  multiplicata  fit  integrabilis. 

••  ' V i - * " 


Vt 


*«b  C A P V T VI. 

Yt  via  ad  integrationem  pcrueniendi  magis  occul- 

f.y.  — 1+-V  vt  V fit  fundio 
tetur  , ponatur /.R  _ n -t-v  , vi  v **  _ 

homogenea  nullius  dimenfionis  ipfarum  y et  K , ac 
ponatur  yddR~a-l*—  , *t  fiat 

R ddy-\-  nor~o  feu  ddy- f- ^=0 
quae  multiplicatore  R(R<r~j'</R)  redditur  integrabilii 
At  cum  fit  ddKzza-^r , erit  vt  fupra  vidimus 
R = V(a4-2(3;c-l-Y*j»:),  vnde  dum  V fit 
fundio  homogenea  nullius  dimenfionis  ipfarum  y et 
R=;y(a-l-a(3a:4-  yxx)  aequatio 

\dx' 

ddy-\ - — 1 ; — ° 

(a+2px+Y**)‘ 

ope  multiplicatoris  (a+  2(3x+  yxx)dy-(fi+yx)ydx 
integrjft>ilis  euadit. 

b o r o 1 1.  1. 

912.  Pofito  autem  R=V(a4-2 

aequatio  npftra  per  RR^-R^rfR  multiplicata  fit 

; „ ,„  y , . Vdjc^cVd*— Vitio  __  _ 

KKdyddy— KydKddy-^ in» — 0 

cuius  integrale  eft : 

i R R dy-  RydKdy  -4-/>  dy  { R dd  R -4-  d R* ) 

+dxf\  4=Con{Ux 

vbi  eft 

R ddR  -f  dR*=:  d.R dR —d.  ((3-f-  y x ) dx— y dx  , 

ficque 
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ficque  intcgrale  eft 

K R dy-  i RydRdy+yyyd x*+2dx'J Vd- } ~ Conft. dx\ 

Coroll.  2. 

- * • i * 

9I3*  Quia  V eft  fundio  ipGus  formulae 
/V d.y-  integrale  habetur.  Pro  •vlteriore  Tero  inte- 
gratione pofito  jtnRtt  et  JVduzz U,  habebitur: 

' R*du  — RRuudR,+  yRRttudx*+2\Jdx*-Gdxi  feu 
R*du  ~ dx'  ( G — 2 U + ( p (3 — a y )u  u) 
hincque 

d» i u 

a-+-i(Jx-r->*x  “ y'G  — j U-)-  ( p (3  — a > i u u 7 

ac  porro  yz=uV(a~t-2fix-t-yxx).  

Scholion. 

914.  Hacc  ergo  aequatio  ddy-\-^r~  — o, 
exiftcntc  R — V («q-  2 £3.v-f- yxx)  multo  latius  pa- 
tet ea  quam  in  praecedente  problemate  tradauimus, 
propt<  rea  quod  hic  pro  V accipere  licet  fundionem 
quamcunque  homogeneam  nullius  dimenfionis  i pfh- 
rum  y ct  R.  Si  enim  fumatur 
ipfa  aequatio  primum  tradata  oritur.  Caeterum  cx' 
methode  , qua  illam  aequationem  elicuimus:  apparer,  ■ 
eam  per  mftridionem  ad  hanc  formam  occultam  cfle 
perdudam  , cum  ea  aequatio,  \nde  eft  nati: 

Kddy-jyddR-h^f-i~o 
Vol.  II.  X per- 
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1 6z 

pcrfpicue  integrationem  admittat,  fi  per  Rdy-jdR 
multiplicetur.  Eft  euim 

Rdd,-jddR.=d.(Rdy-,dR)  a -d.’K  , 

vnde  fa<fta  multiplicatione  habebimus  : 

[Rdy-ydR)d.{Rdy-jdR)-\-dx'f\ — o , 
cuius'  aequationis  vtrumque  membrum  per  fe  eft 
integrabile.  In  aequatione  autem  inde  eruta  inte- 
grabilitas  minus  perfpicitur , multo  magis  integra- 
tio eft  abfcondita  in  aequationibus  fequentibus. 

Problema  114. 

piS.  Sumto  elemento  dx  conflante,  integra- 
tionem huius  aequationis 

yyddy-\-ydy'  Ax dx'  zz  o 

ope  multiplicatoris  eam  integrabilem  reddentis  per-  ; 
ficerc. 

Solutio. 

Hic  fruftra  tentatur  multiplicator  huius  fbr- 
mae  tentetur  ergo  haec  forma 

ac  ponatur  produ&i  integrale  : 

L yydy-^r  M yy dxdy' ^rNyy dx * dy+Wdx*  ~Cdx’ 

cuius  differentiatio  perducit  ad  hanc  aequationem 

dx’dW^tydy*  +*Mydxdy*  +Nydx'dy*  +aAMxdx,dy-{-ANxdx* 
-2L ydy*  -jydxdy\£)+$A\.xdxtdy'~yydx*dy{,]j$ 
r&4y\%)~1Mydxdyt  -yydx'dy(f?) 

-yydxdyi-)-  2 N \ydxdy 

—yydxdy^  quae 
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quae  formula  vt  integrationem  admittat , membra 
-quae  dy* , dy * et  dy'  continent , euanefeere  debent : 
■vnde  primo  colligitur  L— y(~)—  o , >bi  (|JA)  na- 
fcitur  ex  differentiatione  ipfius  L pofito  x conflante. 
Confideretur  ergo  x vt  quantitas  conflans , eritque 
^7  — ^ ideoque  L =yf:x.  Negligamus  autem 
hanc  fundionem  ipfius  x , feu  eius  loco  vnitatem 
fumamus , vt  fit  L—y  et  (s|)  = o fecundo  ergo 
efle  debet:  (jpJ)ro.  Sumamus  igitur  Mro,etiamfi 
M denotare  poflit  fundionem  quamcunque  ipfius  x , 
quandoquidem  \idebimus  hoc  modo  negotium  con- 
fici pofle.  Tertio  itaque  habebimus : 

- N>-t-  3 A xy-yyir?)—0 

fumto  ergo  x conflante  erit  3 kxdy—  , 

ideoque  Nj'—  3A.X7  fcu  N = 3A*,  -vbi  iterum 
fundionem  ipfius  x quae  loco  conflantis  ingredere- 
tur , negligimus.  Cum  igitur  hadenus  inuenimus 
L —y,  M = o et  N~3A.r  erit  dW— — $kyydy 
4-4A Axxdx  , quae  formula  cum  fponte  fit  inte- 
grabilis  fcilicet  Vzz-  A/-H  A Ax* , multiplicator 
noflram  aequationem  integrabilem  reddens  erit:. 3 ydy' 
-i- 3 A xdx',  et  produdi  integralc  habebitur: 

y * dy'  3 A xyy  dx'dy  — A y dx'-\-  A A x *d x’  - C dx * 

quod  ob  conflantem  C eft  .integraje  completum, 
n .1  ; 

X 2 Cor  oli.  t. 
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91 6.  Huius  integralis  membrum  primum  cnmr 
mode  in  tres  fadtores  refolui  potefi.  Si  ponantur 
formulae  z*  — A fa&ores  (z-a)(s- (3)(s-y),  vt  fit 

0.-^2  V A , A et 

erit  intcgralc  inucntum  : 

+ (3 (3 *)(*£- Y/4-YV^0 

ex  i flente 

a-h (3-h  y:rro  , a(3-f-ay-f-(3y  ~ o et  apy~i: 
pofito  enim  y-^  zzz  habetur  haec  forma 

a*-p-  3 A xyz  — hyx  kkx' 
cuius  fa&or  fi  ponatur  z ~p—q  fit 

- • . z' - Spqz-p'  ~q' ~0 

* * S 1 f 5 *'•  • 

ideoque  pczy\ A et  q~ — rfA. 

C o r o 1 1.  2. 


917.  Sumto  ergo  conflante  Crro  , tria  obti- 
nentur integralia  particularia  ; ydy-a.ydx-^a.a.xdx-0, 
et  loco  a fcribendo  (3  et  y , 


et  ydy-yydx+y  y xdx~o 
quae  pofito y=ux  dant  Mttr«u  V««  et  porro 

T integrando 


V(aa  — ju  + ««  ) 


- ^Ang.  tang.^i  -1-Conft. 


Scholion  i. 


918.  Aequationem  autem  diffcrentialem  primi 
ordinis  .inueutam  difficile  eft  denuo  integrare.  A po- 

tefla- 
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teftatibus  quidem  diffcrcntialium  ponendo  dy  — pdx 

ctj—ux,  vnde  fit  d-~  — liberari  potcit,  pro- 
dit enim 

a.-,( «*/)’+ 3 Amip  — Au  \ A)rrC 
quae  lumtis  logaritlnnis  differentiata  dat : 

uudp(ut>t>-4-A)-+-udu(  u p1  -f-  2 \ p — \ u ) ^ 

x u*  p*  -4-  J A u u p — A A A ~*—0 

quae  loco  ^ fcripto  abit  in 

du[upp-+-  A)’  + aw(P  — u)dp(upp~\-  A)  — o 

ac  per  «pp-fr- A diuidendo  oritur:, 

A du-\-uppdu  -*rpuudp  — u dp  — o 

quae  ponendo  p — „ aliquanto  fit  fimplicior  fcilicct : 

Adu-\-qdq-\-  qudu  — uudq—.o 

cui  autem  pofita  Azirn  etfi  particulariter  fatisfacit 
q — mu—mm  , tamen  inde  integratio  completa  erui 
vix  poffe  videtur.  Caeterum  eadem  haec  aequatio 
inter  p et  a immediate  elicitur  ex  aequatione  diffe- 
rentio  - difFerentiali  propofita  , quoniam  in  ea  binae 
variabiles  x et  y vbique  eundem  dimenfionum  nu- 
merum conftituunt.  Pofito  enim  dy—pdx  ztj-ux, 
abit  ea  in 

uuxdp+uppdx  + Adx^o  feu  ^ = 
quae  eft  ipfa  praecedens  aequatio. 
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Scholion  2. 


919.  Interim  tamen  aequatio  propofita  com- 
plete integrari  poteft , iudeque  etiam  eae  , quas  ex 
ea  elicuimus.  Hoc  autem  prorfus  lingulari  ratione 
praedatur  , aequationem  illam  adeo  ad  differentialia 
tertii  ordinis  euehendo.  Cum  enim  fit 

jd.\ -\-Axdx~o 
fiatuatur  ~ — dv  , vt  fiat 

yd.ji-^-Axdxzzo  fcu  d.& -\-Axdv~o  , 

quae  fumto  elemento  dv  conflante  denuo  differen- 
tiata praebet 

-\~Adxdvz: o feu  d l—  Aydvsz  o , 

quae  forma  ita  eft  comparata  , vt  fi  ei  particulari- 
ter fatisfaciant  y~  P , y — Q,  yrrR  , etiam  fatisfa- 
ciat  y — DP-f-EQ.4-  FR.  Iam  vero  illi  fatisfacit 
y~e~av  fi  fuerit  a’  — A;  cum  igitur  in  Coroll.  1. 
ternae  litterae  a,  (3,  y eadem  conditione  fint  prae- 
ditae , habebitur  integrale  completum 

y — D e~' v -+-  E e~  P F e~  v 


Axzx—  erit 
-Da«f-aT,-E(3(3f-^-Fy 


(eu 
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feu  mutatis  confla  itibus  ob  A rra’— (3’  — y* 
xzz  + tye-™  +23;-^  +(5>-W 
y — -Vlxe-™ -23(3  H*_£y,-yp 
Hinc  ergo  aequationis 

^du^-qdy^-qudu-uud  q~o 
integrale  completum  his  formulis  continetur : 

# — 2(ag~flrt’— 23  (3  e~P°-  (C  y e~yv 

%e~av  +We'=&r+(£ 7-"^"  et 

5(fft£^+33  (3(3^»+  (T  y y e-yv 

21  *“aD  + 23^  '+  (T  e^~~' 

P^  ^ Pu-—xdx — xav  » quod  in  (igne  e(l  fpecimen 
integrationis  methodo  dire&a  vix  perficiendae. 

Problema  115. 

9-o.  Sumto  elemento  dx  conflante  , fi  po- 
natur haec  aequatio  *y  ddy-\-yydy' o 

exi  (lente  X — a-f-(3:i--r-y.T  x inuenire  multiplica- 
torem , qui  eam  integrabilem  reddat. 

Solutio. 

Hic  fruftra  tentantur  multiplicatores  forma» 
Ldy-hMdx  et  Ldy' -\-Mdxdy-hNdx' , 
fumamus  ergo  multiplicatorem  huiu*  formae: 
zhdy' -\-N[dx' dy -\-Ndx* , 

et 
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dx4dS 


168 


et  intcgrale  ftatuatur 

L/ dy*-\-  M/ dx'  dy  -+-  3 N/  d x dy-\-Sdx*7Zo 
Tnde  per  diffcrentiationem  colligitur . 
i'Lyydy*+Myydx*dy'+  Nyy  d x*dy  + MX</xVM-N  X dx* 
3 Lyjdyt+2LXdxtdy’—ytdx  dy  (j^)—  V ^ax) 


Vbi  fumimus  L efle  fun&ionem  ipftus  y tantum 
Vt  ergo  termini  dy * continentes  deftruantur  , erit 


et  L~y 


Deinde  pro  deftrudtione  terminarum  per  dy  afiedo- 
rum  erit  , 

— 2 M yy~\r  'j~  ^ dTy  ) 0 * 


et  fumto  x conflante 

, ,,  . >niy «x d2 

d — y*  » 

quae  per  yy  multiplicata  et  integrata  praebet 

M yy = P-  y ct  M —A  " 3^ 

denotante  P fun&ionem  quamcunque  ipfius  x. 
ad  terminos  dy*  tollendos  erit 


et  fumto  x conflante : 

a/ N -+-  5 Nj^ =' tf ^ -.7' dy 


Iam 


quae 
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quae  per  Vy  diuifa  et  integrata  dat : 

negleda  funtfionc  ipfius  x addenda  , quoniam  i^ra- 
tionalitas  Vy  jn  qalculym  non  ingreditur.  Erit  ergo 
N=»\&  ~ , yh  ac  Propterea 


7XdX 


x> 


XiP 

*y 


<fS=dr(S  - *?  _ alii  + !gp)+ 

■vndc  fit  integrando 

c — xx  _ rx  __  ryyddx  ■ iyjdr 
' a > i»’  r 

, /vPdX  I * Xd  P _t_ijr>dix  «>Jd*P\ 

•+v  l -3 — 1 i7~  ^ Tr»  — ,'d**  J 

iquae  finite. exprimetur  fi  P;z:o  , :.e.um  ob  Xrr  jt 
•4- px-i-yarA:  fit  d*X~  o.  Quocirca  habemus; 


L-*,  M-—  £ et;N  = ^ 


atque 


dX 

.5*3"*" 


■mde  aequatio  integralis  eft 

y^4-aX^*y  — lyydx  ddX zCdx* 

Aequatio  ergo  propofita 

2 y ddy  +yy  dy  -+-  dx*  ( a -f-  (3  * -+-  y x x ) rz  o 
integrabilis  redditur  multiplicata  ,per  : 


dy 5 a(«t-t-p*-»--VgaOdjt»dy  , id*J((3-*- 

v i*"  ~ ' • _yy  ■ 


7*) 


y 

Vol.  II. 


tum 
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tum  vero  eft  integrala : 

y'dy* - 2 dx 'dy'  ( « -f  5 x -+-  y x x ) 4-  4 y dx' 'dy  ( g 2 y x ) 

- 4 yyydx-\-  — c dx* 

yy  (. 
feu 

[yydf-[a.+%X'yiryxx}d  x'  )*+  4j' 'd  x 'dy  ( + g 4 2 < Y*) 

~ 4-  yy*dx*=.  Cyydx*. 

Scholion  1. 

911.  Integralc  hoc  ita  eft  intricatum,  vt  alia 
methodo  vix  inueniri  potuifle  videatur,  verum  etiam 
ita  eft  comparatum  , vt  nulla  pateat  methodus  id 
porro  integrandi  , vnde  prima  integratio  parum 
lucri  attulifle  eft  iudicanda.  Quemadmodum  autem 
in  praecedente  problemate  integralc  complptum  ex 
alio  fonte  haufimus  , ita  hic  fimili  modo  integraje 
eruere  licet,  quod  eo  magis  eft  notatu  dignum,  cum 
aequatio  propoftta  in  fc  fpctftata  folutu  fit  difficil- 
lima. Ponamus  fcilicet  itidem  dx^=ydv>  et  cum  fit 

. ddyzzdxd.p!—ydvd.  , . 

erit  fumendo  iam  elementum  dv  conflans 
dly-jdv^-  iz\  . 

Hinc  noftra  aequatio  induit  hanc  formam 

a / d dy  -yy  dy  -{-yy  dv\  a -f  S x + y x x ) = o feu 
xyddy-  dy* + dv'  ( a 4-  6* + y a*  a-  ) = o 

. Y * 

quae 


t 
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quae  domo  differentiata  praebet:,, 
zy  dsy  -\-y  dv 1 ( (3  -f-  2 y x ) — p fcu 

\ ‘ ' n * * - V,  * * 

2 rfV-f-  dv’(p -Ha yx):r.o 
diffcrentictur  iterum  prodibitquc 

£ -H  ,2  yydy*  — o fcu  d*y~y-  yydv*~  o 

quam  aequationem  fi  aliunde,  refoluere  , valoremque 
ipfius  y per  v exprimere  liceat,  erit.  x~fydv  leu 
fine  integratione  x~~  — fy  At  manifeftum 

efi  ifii  aequationi  diffcrentjali  quarti  ordinis  iatisfaccre 
y~eXv  (i, fit  \'  + y-o.  Ponamus  ergo  y:n-n*, 
et  quatufcr  ipfius  X HabebutitClr  -Valores  + n et 
X — -HnV'>—  1 , vndc  eius  iutegrale  completum  ell 

y — A -H  B c~nv-y-Q  fin.  [n v+ <) 

hinequo 

*=+  H*-?»-*!,-  ?•*<»•+«>+  ^ 

qui  ergo  valores  quoque  fatisfacicnt  aequationi  inter 
.v  et  y propofitae , dummodo  con  ii  urus  A ~ B,  C 
ct  ^ ita  a (c  pendentes  capiantur  , vt  quantitati 
quoque  a conueniant.  His  nempe  valoribus  fubfti- 
tutis  fieri  debet  a‘-4- xx-4-’* • fe-~o , vbi 
tmtum  terminos  conflantes  confideraffe  fufficit  , qui- 
bus acccnfcri  debent  ii  pur-1  quadratum  finus  cofi- 
nusue  anguli  «v-h£  continent,  quippe  ex  quorum 
„ Y , 2 com- 
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combinatione  quantitas  conflans  exfurgit.  Cum  ergo 
fit 

2 Aenv-f- 2 B£““w+ a + £) 

j~?- -n«Afnv-fBw«  e~*°  —rt  «Cfui.(^y  + 0 
^zzn  A enV  — nB  e~*°  -b  n Ccof.  (;»v+  £) 
i = y fin.(n«;-t-$)+-  -^r 

elrit  fumtis  terminis  memoratis 

— n4j:jr=:2  ABww-wsCCconfwv+O*—  fj 

iiA^Zrr+AB*»- a ««CCfin.  (««+$)* 

- i=aABn«-»»CCcof.(»uH-<)* 

ergo 

a-^-8»nAB  — 2n»CC+^  ~o  ideoque 

C^VC^-^-^-^  + AB)  vel 
et=2*»(CC-4AB)-££  et 

«t+Sar+Y  arar^aw»(CC-AB)-(_^j-»«^) . 

Manent  ergo  tres  conflantes  A t B ct  ^ indetermi- 
natae , ita  vt  nullum  fit  dubium,  quin  formulae  pro 
x ct  y datae  integrale  completum  exhibeant 

i : 

Scho- 
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Scholion  2. 

92».  Aequationes  diflferentio  - diffcrentiales  f 
quas  in  his  duobus  problematibus  tradbauimus^ad  fi- 
milem  formam  reduci  poliunt.  Prior  enim 

y [yddy  d/)  -{-Xdx'z=-  o 

exiftentc  X™Ar  vel  X~«-+-|3.v,  (i  ponatur 
ydyzz\dz  leu  yy  — z induit  hauc  formam 

'tddzV  z-\~Xdx*  ^=0  y 

quae  ope  multiplicatoris  integrabilis 

redditur.  Altera  xero  aequatio 

yy  ( zy  ddy  dy'  )-h  X dx'  cx  o 

t 

exftente  Xrrtt-p-(3a:-f- yxx  , pofito  y a1 , fit 
dy  — \z  1 dz  et  ddyz.\z  1 d d z —\z  *dz  hinc 

| I 

zyddy-\-dy'xz\z  ^ddz  , ficque  aequatio  hanc  in- 

S 

duit  formam  \z  1ddz-hXdx*~o  , quae  integra- 
bilis redditur  ope  huius  multiplicatoris: 


1 6dz  4 Xdx'dz  a dXdx' 

i 7 4. 

*7  z'  3 * *T 

Hinc  colligamus  pro  aequatione  ddz-{~  , 

fore  multiplicatorem  dz' -f-  +Xdx*  V z , pro  aequa- 
tione autem  (/(/2+  illfl-  o,  multiplicatorem  fore: 


^3* » x a x’  i z 


-f ‘12-dXdx'Vz 

Y 3 


lea 
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feu  fub  vno  confpcftu  : 


,pro  aequatione 

Xrfx» 
y z 

Xilx*  _ 


ddZ  — J -r  — o 


ddz^h^--o 

ZyfZZ 


multiplicator  erit 
dz'  - 2 Xdx'  V z 


I-'») 


dz  - 


zXdx'dz 

* 

V s s 


Si. . i 

r 


■S  dXdx'Vz» 


Cacterum  hae  integrationes  maxime  funt  notatu  di-, 
gnae  cum  ex  aequationibus  diffcrentialibus  altioribus 
perfici  queant.  Ita  cum  ex  hac  aequatione  \bi  dv 
conflans:  • 

d'y+-  A dv  ddy+  T$dv' dy-\-Qydv  zz:  o fit 


y-tyc*0- 1-25^ 


,,yv 


fi  fuerint  a , (3 , y , radices  huius  aequationis 
• r'-j- Ar’-f-BrH-Crr o , 

d x 

ponamus  dv  — y,  et  cum  fit 

et 

fi  iam  a*  conflans  fumamus  erit 

d y't 

ddy~ddy-\-y  et 
, d'y=±dy{yddy+dy)—d'y-ir 
hineque  per  yy  multiplicando : 
yy  d'y  4-  +y  dyddy  4-  dy  - f-  A dx[yddy  <//) 


quae 
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quae  integrata  dat : 

yyddy  +y  d/  + Aydx dy  + B y dx'  + ( C x + T>)dx'  s:  ® 
quae  ergo  per  fuperiora  integrari  poteft. 

Problema  ntf. 

' V.  ■ „/ 

9*3-  Definire  conditiones  funtfionum  P,Q,R 
et  L , M , N Yt  haec  aequatio  differcntio  - diffe- 
rentialis 

ddy  -i-  P dy'  -f- Q_dx  dy  -f-  R d x7  zr  o 
integrabilis  reddatur  multiplicatore  : 

3 L dy'  2 M dxdy  -f-  N dx\ 

So  lutio. 


Fa&a  multiplicatione  integratio  terminorum 
per  ddy  affe&orum  dat 

L dy-\-  M dxdy'-\-  Ndx'  dy , ! 

quare  po.iatur  integrale : 

L dy  M dx  dy  4-  N dx  dy  -\-V  dx' " C dx1 

cuius  differentiale  aequari  debet  formulae  propofitae 
in  multiplicatorem  duftae  , vnde  oritur : •;  • 


dxdV=zzL?.dy*+3LQ.dxdy’+3LR.dx’dy' 

+2MP  + 2MR/v*<#' 


rr(B) 


-(S) 

-(5-5) 


+NP 
-(r”)  ’ 


/dMi 


+NQ. 
-[fi)  > 
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Hic  ergo  fieri  oportet: 


3 L P— (dy)— 0 

3 LQ-t-'a  MP-{S)“  (Sf  - ) — ° 

3 L R ■+*  a M Q-4-  N P — ( j~x ) — ( ) = °* 


Tum  vero  erit 

d V — ( a M R -+-  N Q-  ( r* ) ) & 4-  N R dx 
quae  formula  integrabilis  efie  debet.  Ex  illis  autem 

aequationibus  colligitur  : 

R—  _1  J__L  / dN  \ N \ _ J>L  fit  )-  «M/dMy  i «MM/  il\ 

"~>L [dx/‘tL'iy'  jLL  \dyl  j>LL'dx'  cLV‘dy'‘~  37L1  'dy)‘ 


Coroll.  1. 


924.  Si  L,  M et  N fuerint  fundtiones  ipfiusx 
tantum  erit  P=o  , Q.=r^>et 
hinc 

J\T  ~ /»MiM  _ *MMJl  j_  NA  <*N N 1 NdM  _ jMNc/L 

“v— 1*l£T  ,9TI3i+4ui  ZllaJ+-iL  TEl" 
ac  coefficiens  ipfius  dy  dtbet  efle  conflans.  Quare 

1 

per  L1  diuidendo  habebitur : 


Cdx  — iWdM  _ rMMJL  ■ N d L 'it* 

I * 3 " 1 3 

V L * I?!  V L v i L L V L 1 L V L . V L 

et  integrando 


d*  MM 


C/f*= 


vt 


»1  VI 


_ Jl_ 

3 

VL 


feu  N— — CL*/— 

ll  1 

V I 


ergo 
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ergo 


CLV^O 

yi 

C o r o 1 1.  2. 

925.  Sit  M^SVL*  erit 
^M=rfS^L’+ii£i  et 

iVt 

V^Cz+i/f^iSS^L-CLV— ) ftu 

VL 


vt 


V=QM-*S,-jC  fdS/i: 

vl 

tum  vero 


N=jSSyL-CLVf-  = (;SS-C/fi)V'L 

yt  *■ 

atque  P=o  , <£=-£  et  R = 

aequatio 

ddr-h  *Jd2  .+.  “£• —o 

’ * \i 

integrabiljs  redditur  multiplicatore: 

3 L dy  + a S d x dy  V L* ■+■  d x*  ( S S — C / ^ ) V L 

vi 

et  integrale  eft : 

L4f+Sdxd/VLL+dxyj(lS$-Cfa^)VL+Cydx' 


yt  vl 

— d l ..  ” — Quare  haec 

«d  jcVL 


VoL  II. 


VL 

^S'dx'-\Zdx'fdS  fis= 0. 

V L 

Z CorolL  3. 
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Coroll.  3. 

92 6.  Hic  quidquid  pro  conflante  C aflumatur, 
idem  integrale  prodire  debet.  Hinc  fi  C=zo  , ae- 
quationis 

ddy- f-  ^ -h  = o 

iVL' 

multiplicator  erit 

zLdf+zSdxdyVV-t-lSSdx^L 
tt  integrale 

L d/+  S dx  dy'  V L L + J S S dx' dy  V L + i S’dxdDdx* 
feu  (djVL-\- \Sdx)z  — Ddx*. 

Scholion  1. 

927.  Ex  iisdem  quoque  conditionibtrs,  fi  den- 
tur fundiones  P,  et  R definiri  poterunt  fundio- 
nes  L , M , N , quatenus  quidem  poflrema  conditio 
integrabil  i tatis  patitur.  Vcluti  fi  fit  P~  j , Q—  o 
et  R fundio  ipfius  x tantum  , puta  Rc=X  , -yt 
habeatur  haec  aequatio : 

d dy  ■+•  «+-  X d x'  — o 

cuius  multiplicator  fi  fumatur 
' 3 Ldy  2 M.dxdy-\-Ndx*  , 

Tt  integrale  fit 

L d/+Mdxdy+Ndx'dy  + Vdx’=Cdx’ 

erit 
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«it  primo  *^-(^)  = o , et  fumta  a:  conflante 
Tr~~  ~y~^  » hinc  Lrr S/1" , denotante  S fun&ionem 
ipfius  x.  Deinde  eft 

vj"  d*  ( dM  \ — a 

y J a*  V Ay  > 

et  fumta  x conflante 

d M — -+-  £5.  y'n  dy  — o 

quae  per  y~‘n  multiplicata  et  integrata  dat : 

r‘*M+  1 funft'  ^fius  *• 

Ergo 

M — Tv1™ ii VJM-' 

- iU  — 1 7 • 

Tertio  fieri  debet : 


Od*»'7  ~ — 0 


*y~ 


3SXrn+y  -u-ynjri 

vnde  fumta  x conflante: 

JN-  'SJ2  + C.y-dy-  {-UI—,^dy-3%Xy-dyzio 

quae  per  multiplicata  et  integrata  dat : 

y-"  M J ii y"+>  _ __£jLS, y”H-»  - ,5X  V,H+'  -I If'  V 

J 1 M «4-  > )dx'  ;,n~/  -Ut.a. 

(pii  M — I Tv™ d X. v,rH-'_L.  __iii piw-f-i  1 JSX„!W., 

Ex  his  autem  fit : 

dV~d)  C2TXj',a-,-^i^i- rlB+I-  i-0.yn4-.  -1*1 i y”1'*-1  1 

- J J (n-t-Od**7  d*7  ~ (i-t-ijdx1*'  / 

' d5S  viii-4-i id.  SX  ( 

( 1 B ■ 4x  J 


jtii+i)*  ox!>/  ( i n 

dT  1 dis 


+ Xdx{Uy'-^j"+'+. 


2 2 


j.  «-M  I i§X. 


quae 
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quae  formula  vt  integrationem  admittat,  efle  oportet 

ddv,vtn-t-i  d*  T 
dx  ‘s  *(a  -f.  i jJI* 

(,0+1,0*  J (o— t— >}  •» 

,(,n-f-i)S  XX  d x „ 

( ,n-+-  ») 


d«S 


•-3J 


j 


dd.SX 


’ ,(o-t-i),d** 

( ,o-H»)XddS  „i»+i  . 
i )>  d * J 


X ( «- 


-/"=o 


hic  ergo  Ungulae  poteftates  ipfius  y , quatenus  funt 
inaequales  , feorfim  deftruf  debent.  Quare  pote  Has 
dat  U=oj  vnde  etiam  potcllasj'’1  ad  nihilum 
redigitur.  Potcftas  /**  dat 

( 2«+2  )T</X+(2«4-a)X^T+(2«q-i  )X</T”0 


feu  X’*^"’ T‘""t*,rr  A , at  poteftas  praebet 

d'  T—o  feu  T — a-f  pr-f-yxA*.  Poteftas  \ero  yim 
poftulat  S ‘~o  nifi  fit  quo  cafu  etiam  po- 

te flates  ytn'*’'  et,  y'n-+-*  fponte  euanefcunt.  Cum  ergo 
fit  U=r  o,  Srro  et  T — a-4-px-t-y  xx  , hincquc 

— 4fl— g. 

X = B(a-hp.t+yj:Ar)  •“-+-*  haec  aequatio 

ddy-\-  +B(a  + pa:  + yA:A:)  ~™+:'dx 
integrabilis  redditur  ope  multiplicatoris: 
a ( <t + p x +y  xx  )y"dy—  dx( 


Scholion  2. 

928.  Quanquam  plurimum  abeft , quominus 
haec  methodus  fatis  adhuc  fit  culta  , tamen  fpeci- 
miua  in  hoc  capite  tradita  abunde  declarant,  quanta 

incre- 
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incrementa  inde  expe&are  queamus,  Ynde  eius  cul- 
tura  maxime  Geometris  commendanda  -videtur.  Quo- 
niam igitur  methodi , quibus  in  refolutione  aequa- 
tionum difflrentio  - differentialium  vti  conuenit , fa- 
tis luculenter  funt  expofitae,  ad  fequens  caput  pro- 
grediamur , vbi  integrationem  huiusmodi  aequatio- 
num , quatenus  quidem  id  commode  fieri  poteft,  per 
feries  infinitas  oftendemus. 


f 


2 l CAPVT  m 
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D E 

RESOLVTIONE  AEQVATIONIS 

ddy  -l-ax*ydx,r=:o 

PER  SERIES  INFINITAS. 


Problema  ii/. 

9-9’ 

Sumto  elemento  dx  conflante  aequationem  differen- 
tio  - differentialcm  ddy axnjdx'  ~ o per  fe- 
riem  infinitam  integrare. 

Solutio. 

Quaerimus  hic  feriem  fecundum  poteflates  ip- 
fius  x progredientem  , quae  valorcm  ipfius  y expri- 
mat ; et  quia  in  altero  aequationis  noflrae  termino 
quantitas  x cum  luo  diflircntiali  dx  nullam  , in  al- 
tero rero  n- H-  dimenfioncs  occupaf,  cuidens  eft 
exponentes  poteftatum  ipfius  x differentia  n-\~  2. 
jilcendere  -vel  dcfccndere  debere.  - 


I. 
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I.  Afcendant  primo  exponentes,  et  fingatur  feries: 
y—  Aa.x  + BA.x-f-'I-+-I4-CA-x't-2n-+-M-  etc.  eritque 
r:  X ( X - 1 ) A aa_! + ( X + a + 2 )(X+ «+ 1 )BAx+n+  etc. 
axny~ flA^" 

vnde  patet  primum  terminum  folitarium  euanefcerc 
debere,  vt  fit  X(X—  i)ro.  Quare  capi,  oportet 
vel  Xzo  vel  Xn  , ficque  duplex  feries  obtinetur: 

y~  A -f-  B.v^q-C.v^^  + Dar^^+Ear^^+etc. 

-4-  2f  + Ql  Xzn+S  +5).v3n+?+  + etc. 

fubftitutione  ergo  fada  fieri  oportet 

0=C»+2)(a+i)B.tn+(2a+4-)(*»+3)CA,*R'+*,+(3«+ffX3«V5)DA,*,,'+‘4ctc 

+ cA  + a B +«C 

Jr(n+3)(a+2)3$a:,,-,-,+(2a+5)(2«+4}Cv,,,'4‘,4-(3«A-7)(3»f<J)S)a;3M*Jetc 
-+■  a$l  + a 33  + «£ 

vnde  litteris  A et  21  arbitrio  noftro  relidis  reliquae 
per  eas  ita  determinantur  : 

■R — —aK  • C — ■ -~-°B  - . Ti  — — «C  pi-r 

13 (a-MXm-»)  ’ j{iih-»X<»-hi)  ’ — s;,a-+-sXM--)  cu" 

•TJX  _ — °< • (T  — — . <T)  — — etr  , 

O—  (,^_j)(i,+1)  ’ N-  a(an-+-5Xn-+-a)’  ^ ^ 

ficque  habebitur  integrale  completum  ita  exprefifcm 

aAx"+' oAx"-** 

i (a+i ).(a+2) + 1 .2[a-t-i )v aa+a^a-ba)’  i.2.3(a-t-i)(2a+3X3B-H).lB+a)" 

• qr . _ i 1 «SCII 

tfa+3  -'J1+2)  i-2(w+3A2/H-5MB+a/  i.2-3(B+3X=B+5)(3B+7)-(B+2) 

II. 
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II.  Defcendanc  iam  exponentes , et  fida  ferie 
y zz  A *M-  B -i-  C etc. 

habebitur : 

54^=X(X- 1 'iAa-x-‘  + (X-»-a)(X-»-3)Ba:x-*-4+ctc. 

a xny  ~ a A *X'M  -f-  a B xx~ ' -H  etc. 

Tbi  cum  terminus  a*-Hl  fui  fimilem  non  habens , 
tolli  nequit , ita  vt  hinc  nulla  aequationis  refolutio 
obtineatur. 

C o r ol I.  i. 

930.  Geminata  feries  pro  / inuenta,  quoniam 
litterae  A et  51  arbitrio  nortro  relinquuntur  , inte- 
grale  completum  aequationis  differentio  - diflerentialis 
ddy  -\-axnydx'  ~ o exhibet;  tribuendo  autem  lit- 
teris A et  31  datos  valores,  integralia  particularia 
nafcentur. 

. Coroll.  a. 

1 ' * 

93*.  Si  ponamus  n 2 ~m  , feu  arrw-2, 
huius  aequationis  ddy~\-axm~tydx*'^o  integrale 
completum  ita  commodius  exprimetur : 

!a  akxm  aMar»" aAx™  * 

a^,  a%x*+' a%x™+'  , _ 

£ + i.a(wq-'j)(2«q  1 ).m~~  i.2.3[m+i)[2m+i)[^m+ipn 

Coroll.  3. 
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' Coro  11.  2' 

932.  Si  exponens  tn  fuerit  pofitiuus  et  vnitate 
maior,  hae  feries  eo  magis  conuergunt , quo  minor 
valor  quantitati  x tribuatur  : aliis  vero,  cafibus  in 
praxi  hae  feries  adhiberi  nequeunt ; nifi  forte  eae 
ipfae  in  alias  conucrgentes  transformari  poffint. 

Scholion.  1. 

* * t 

933.  Dantur  tamen  cafus , quibus  hae  feries 
omni  plane  vfu  deflituuntur  , quod  euen  t , fi  quis- 
piam fattorum  denominatores  conftituentium  euane- 
fcat  , ficque  omnes  termini  fequentes  in  infinitum 
excrefcant,  quibus  cafibus  feries  in  alias  formas  trans- 
mutari conuenit.  'Hic  primo  occurrit  cafus  m~  o- 
feu  n~  — 2,  quo  vtriusque  feriei  omres  termini 
praeter  primos  fiunt  infiniti  , hoc  vero  cafu  aequa- 
tio , quae  eft  ddy  -+-  -y  dx*~  — o , cum  fit  homoge- 
nea  fingularem  integrationem  admittit:  inueniri  enim 
poteft  poteftas  ipfius  a:,  quae  pro  y fubftituta  aequa-1 
tioni  fatisfacit.  Ponatur  .fdlicet  yzzxx  , prodibitque 

X(X  — 1 o feu  XX-X-4-c— o 1 

',T  " V >'  r • ' " ■ 

■vnde  colligitur  Xrrj  4-  , ob  quem  dupli- 

cem valorem  eft  integrale  completum: 

^==A^+y^a}TfrB*5“V(*“^ 

■ Vol  U.  A a 


quae 
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quae  cafu  a^>\  abit  in  hanc  formanr 

= A x*  fi n . ( ( a - J ) V * a) 

Tnde  patet  cafu  a~\  fore 
7=(A-J-B/x)Vx 

Scholion  2. 

93+.  Reliqui  cafus  ad  incommodum  ducente*, 
funt , fi  vel  m— f vel  m^z—f  denotante  i nume- 
rum quemcunque  integrum.  Cafu  m=}  prior  tan- 
tum feries  fit  incongrua,  cafu  vero  m = — \ pofte- 
rior  tantum.  Quare  illo  cafu  ponendo  A~o  hoc 
Tero  $l  = o y feries  faltem  vna  idonea  habetur  in- 
tegrale  particulare  exhibens.  Verum  cognito  inte— 
grali  particulari  quod  fit  jr=P  r inde  aequationis^ 

d dy  -+-  a x1"-  'y  d x*  =.  o 

integrale  completum  eruitur  ponendo  yz?z  vnde  fft 
Fddz  4-  2 dPdz-hzddP-t-  <rxflV-,P  zdx*z=o 
at  per  hypothefin  efl 

ddP-\-ax'*~tPdx'  % 
ergo  prodit 

Vddz+adPdz-Q  leu  PP c^zzQdx  et  SfzC/f 

Cum  autem  P fit  feries  infinita , h*oc  vagorem, 
ipfius  z cogaofcere  haud  licet.  At  cafibus  illis  me- 
moratis pars  integralis  logarithmum  ipfius  x inc.ol- 
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vlt,  quod  vel  inde  intelligitur  quod  — aequiualeat 
ipfi  Ix.  Quare  ia  aequatione 

dd  y a xm~tj  dx  zz.  o 

ponendo  y zzp-\-qlx  ob  dy~dp-\-^+dqlx  erit 
ddp-t-'-—3-- u£-hddqlx  + apxm-'djf 

-\-aq  xn~ 'dx%lx=:  o 

in  qua  partes  Ix  inuoluentes  feorfim  deftruantur  ne» 
ce  fle  eft ; ita  vt  hae  binae  habeantur  aequationes : 

>ddq-\-aqxm*~*dx'zzo  et 

ddp-^r  ~ -+-apx*t~'dx*=o 

vbi  pro  q ea  binarum  fuperiorum  ferierum  accipi 
debet  , quae  ca(u  oblato  incommodo  caret  , ea- 
que  conftituta  ex  pofleriori  aequatione  facile  quan- 
titas p per  feriem  exprimetur.  Huiusmodi  cafus  in 
fequentibus  exemplis  euoluamus ; tantum  notemus 
*illam  operationem  perinde  fe  habere,  etiamfi  loco  Ix 
iiimatur  Ix- j-a  ita  vt  inuentis  p et  q futurum  fit 

j=zaq-\-p-tq/x  feu  jr=zp~\-qipx> 

Exemplum  i. 

935.  Pofito  mm  hanc  aequationem 

ddy  + ^ = 0 

fer  feries  refoluere. 

A a 2 Pofito 
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3 ; Pofito  y^p-{-q!x  , capi  oportet:  - * 

. — s***  4-  - ^2L£f 1_  4-  ctc.  : . 

7 ^ «.  * 1 I.  S.  2.  j X*MiM<4  1 

pro  qua  ponamus  breuitatis  gratia 
: ^=5tar4'35  v’  4-(E-v,4-©*4-+,etc. 

r “ * . - - . - • 

tum  vero  quaeratur  p ex  hac  aequatione: 

££*  _i_  *Jj .3.  '4-  a-£  — o 

d s»  adi  xa  1 x 

• * il  * . 

lingamus  ergo 

p—  A4-Baf4-Ca;,4-DA'I4-EA‘,4-  etc. 
eritque  fada  fubftitutione  : 

a C +<SD;c  + 1 2 E ara: 4-  20  F ar*+  3°  G x*} 

+ ,J+  + S+<£+  8®  +10®  +12S  L Q 

-31-  8 

4-aA  + flB  +<rC  4"  u D •\-o  E 4-  c h 

Cum  iam  dentur  coefficientes  51?  523,  Qf?  S etc-  erit 
A——~  , quantitas  B non  determinatur  , tum  vero 


C 
D 
E 
F — 


— ; 95  0 B -4-  7 a 31  


—5« 

6 

7® 


_ o C s a*  31 

TT  — • i 


2.  S 

aD 


rfl3  51 


1 *.  i1.  » x .» 


— 9g  ii  3:  -»fl4 * 

IO  4-5  J*.  »*.  J1.  45.  5* 


(B 

>•1 
aC 
a.  x 
«D 

o_E 

4.  S 


vbi  pro  B fcribere  licet  o , quandoquidem  in  inte- 
grali  yzzp~\~qlx  addimus  partem  aq , quae  ex 

littera 
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littera  B oritur,  ita  vt  fit  ■ ■ ' - . , 

/>=A-rCjt,4--Da;*-i-Ex+-4-Fjf,-f-  ctc. 

Hinc  erit 

c — »0*  . "n  — — ua»«.  p_-+.73a»«  . T'»—  — 

' — ’ XJ- x*. j»~i 

Ybi  notetur  efle : • ; \ 


i4=3.3  + 5.i;  7o=4-i4+7  i*2;  404=5.70+p  i. 2-3, 
et  pro  fequente  , . 

2588 z <5. 404 -f- 1 1. 1 2.3.4  eftque  j-p+aq+qlx 

Exemplum  2.  J 

935.  Pojito  m=— 1 hanc  aequationem  ■ ^ 
d d y 4-  u±*L  — o 

per  feries  refoluere.  ■ 


Pofito  y ~p-\-aq-\-qlx  capi  oportet: 
a — A JLA  -i  _ _l£l_A a> ^ 1 , Ptr 

? 1.  »JC  ‘ 1.  i*.  , *»  1.1«.  i*.,**  ^ ctc* 

pro  qua  ponatur  breuitatis  gratia  : 

? = ■ A+ 1 -+-  ir  + f-,  + fr  -+■  etc. 

tum  Tero  quantitas  p cx  hac  aequatione  definiri 
debet  : 

ddp  + illi*  - llll  -u  £P±zL  — o. 

Fingamus  ergo 

p-^x+Jd+l  + -H  ft  + 1*  + etc. 

A a 3 vndc 
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rnde  fa&a  fubftitutione  prodit 

0#I  a®  I a € .00  1*1  I Oft  ^ .1,« 

a + in-  + i»  + -i?  +'1?  + IT  -hetcTf 
— A — b-C-D-  E - F 

XX 

— aB  — 4C  -6D  - 8E-10F 
4-  2^4-6©  + iaS+*0^+ 30  0 

*4t  coefficientes  , 95  , , S)  » (£  etc.  ita  dcter- 

«ninantur,  vt  lit  51—  A»  fecundus  95  non  definitur, 
-tum  vero  eft 


= o 


*=s- 

e © — — »o  A 

1.3  5^.3* 

— JL? 

1.  t 

— 5 0*  A 

3.  f ” 3*.  J* 

— 

3*1 

V f*4 

00  7 0*  A 

«.  * ■"  >'• 

— 

f.  4 

s=«- 

a C 50*  1 

_ 0« 

4«  ff  W'""  **•  *’•  iC 

1*  4*  5 

fi  fumatur , id  quod  fine  detrimento  gCneralitatis 
Heri  licet , $5=o  , ita  vt  fit 

/>=2U+f  + £ +§+;?  + «*■  «it 

€ = i 2>  = ; € = itSn'*  I 

8 = «c. 

qui  valorcs  fimilcs  funt  praecedentibus. 


Exewi- 
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Exemplum  3. 

9T7-  Poplo  m — J banc  aequationem 
ddy+^  = a 
fer-  feries  refoluere. 

Pofit o jzzp-J-aq+qlx  capi  oportet :: 

\ 

o — 9f  X—  *J*X  ‘ -4-  x'  — *‘a?*r 

* ^ M * !•  2.  |.  4 


t$r 


#< 

.1 


»•  2«  I*  3.  4*  S 

V 


4-  a-  * x'  etc 

1 1.4.  J.  4.1» 4*5.  6 


pro  qua  breuitatis  gratia  fcribatur 

f-  $fx + 25  xi  + £x*+ © x* + (£  *r+  fix*  4 ® a:*+etc: 

tum  yero  quantitas  p ex  hac  aequatione  definiri 
debet : 

Mp-r-^-  = o. 

Fingamus  ergo' 

1 • ' • ; • - 

p—  a 4-  A B r*4-  C x*  4-  Dat*  4-  E a;  *4  F #r4  etc 

prodibitque  fadta  fubftitutiane- 

M + VA=F  vi  +aC+a  DVx±aEx+a?xyx] 

- 5i-  25  - e-  © - e - $ 

4- 2 51 4 3 254-4^4-5  © 4-  +7& 

-U(T  +fC  -Hl>4?£  +<JF  4^G  i 


r-o. 


Hinc 


1 


\ 


Digitized  by  Google 


4.  6 


t 'J«  2»  J • 5»  4 


4*  6 4*  6 


Quodfi  iam  ponatur  B— o Yt  fit 
P— Jf4-*+C.vy'x4-Da;’+EarVj:+FxI+etc. 


erit 

«.  4 0>  . T) 

I*T7«  » u — 


— ?oo.  i6  o9  SI  • U —— , »*«4.  ® . 

■ I*.  J*.  1*.  «*  » " i*. ' i*,  1>.7T  > 

— sa4i«.  1 56  a4®  I 

! .7  -1  .i  ,1 rr 1 


• r.  22-  4*.  I*.  i*.  4*.  6* 


Ybi  notetur  efle  : 

100-2.4.  8+  1. 3- 12;  1 884r3. 5.1004-1.3.2.4.15; 

’ 52415  — 4-5. 18844-1.3. 2. 4. 3. 5. 20. 

* * * » I ' 

Exemplum  4.  ; 

938.  Pofito  m rr — ; banc  aequationem 

. , , ayix*  • • • 

ddy  + v? v*  — o *. 

1 $ ' ' # . 

/rr  feries  refohiere. 

Pofito y~p+a.q-{-qlx  capi  oportet: 

j=A— 11*  *-1—  — ^a— — x~g  4-  etc. 

pro 
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pro  qua  breuitatis  caufa  fcribamus 

? = A + Bx~  t+Cx~I+  Dx~  *-f E x~  2 -f  F x~  * -fete 
et  littera  p ex  hac  aequatione  difiniri  debet 

ddp-\~  _ q t*1  i 

r * ** 

Fingamus  ' 

p=;Ax  + 5I/a:  + 25-f^A-'  + ’x+©e"Hg.*"* 

. i • +©*~s+etc. 

et  fida  fubftitutione  prodit 

"4  -i_  aJL  + a*  4-  qg  ■ . a o . og  , «j  i 

*Vjs  1 xx  ocx  dx  ' x*  ~ x*  v ■*  ' »♦  ' *♦  y*  I 

-A  - B'  ^ C-  D *-•  E F 1^,-j 

.*  ~ B -2C-3D  - + E — 5 F | 

-J2f  -kQl  -H2) + ’,*(£  +<*$  +V©i 

Tnde  fequentes  determinationes  colliguntur: 

‘ ; * * 3 

•vi  — a Ct  A . — 4 „ — . 4 o a > ' .. 

at  535  non  determinatur  : porro 


B — « o 58 


«.♦a  A 


(f  « a ^ i;  _*_®  — 

I.  I ».  > 

<T\_  — «»C  i - ii  (7 — tat  i it.  i« af  A 

4 , 2*  4 * !•  I-  I3»  4* 


4.-. , ff  — 4 qQ  . l^p  __  — 4 flQ 
^ *.*'*.*  I-S 


■«.<4  a*  A 


U 1«  !■  4«  5 • J 


*T3 


ra — 4 a g I iOE — 4 °te  I «• 

o " 4*6  4»  6 4*4  M*l« 


E — 4ag 


»o.  »i<  a*  A 

4.  *’•« 


T". 


Fo/.  /I. 


Bb 


Quod  (i 
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Quodfi  iam  fumatur  SB  — o , erit 


C__».  . aft  . . (C  — — «■»«•  «*«r  * _ etc 

— pr^*—  J.  V.  r3.  1 ' 


qui  numeri  vt  ante  progrediuntur. 


Scliolion. 

939.  Ex  his  exemplis  perfpicitur  quomodo 
feries  aequationem 

ddy  axm~ty  dx*  — o 

refoluentes  in- reliquis  cafibus  , quibus  itf- 

veniri  oporteat;  vbi  obfemetur,  fi'  fit  pro  q 

hanc  feriem  accipi  debere : 

*=3t*+5B*1  + ' !+  £ +>V  ® * +'r  +MC- 

tum  vero  formam  ipGus  p tali  ferie  exprimi  r 
f * 4 

p— A-f-B*  -q-Car’  -+-  D*1  -+-  etc. 

cuius  coefficientes  ex  fuperioribus  vt  ante  definiantur. 

Sin  autem  fit  mzz.—  f , pro  q fumatur  feries: 

_ ■ _ « _ * 

A-i-B*  r-q-Cx  '-+-D*  '-d-ete. 

at  pro  p huiusmodi  formam  accipi  conueniet : 

p—%x+&xl  * r+2)xX  ‘+  etc. 

vnde  pariter  fingulos  coefficientes  vno  excepto  deter- 
minare licebit.  Atque  hoc  artificium  in  genere  eft 

ten- 
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tenendum  , quoties  in  refolutionc  aequationis  gene- 
ralis ad  feries  peruenirur  , cuius  coefficicntes  certis 
cafibus  in  infinitum  excrefcunt,  quod  plerumque  in- 
dicio eft  logarithmos  efle  introducendos.  Verum 
etiam  eadem  aequatio  ddy-\-a.x"ydx  —<a  aliis  mo- 
dis per  feries  refolui  poteft,  dum  ea  ante  refolutio- 
nem  in  aliam  formam  transmutatur  , vbi  cum  eue- 
nire  poflit , vt  feries  certis  cafibus  abrumpatur , qui- 
bus adeo  integrale  reuera  affignari  poteft , talem 
transformationem  maxime  notabilem  hic  explicemus* 

Problema  118. 

40.  Aequationem  diflerentio  - differentialem 
jddy -h a x*ydx'  o in  aliam  formam  transfundere, 

cuius  refolutio  per  feries  infinitas  commode  infti- 
tui  poflit. 

So  1 u t io. 

Vtamur  fubftitutione  y~e*pa*  z , vbi  p fit 
certa  fun&io  ipfius  x aequationem  commode  refolu- 
bilem  fuppeditans.  Erit  ergo 

Jy~eIpix(dz-\-pzdx)  et 
ddy—e!pi*(ddz-\-zpdxdz-\-zdxdp-\-ppzdx%)f 
vnde  aequatio  propofita  abit  iu 
ddz  -+-  2p  dx  dz  -+-  z dx  dp  -+-pp  z dx'  -f-  a xnz  dx'  = o 

Bb  2 vbi 
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vbi  p ita  capiatur , vt  fiat 

n 

pp-haxH=zo  (eu  pzzxxV—a. 

Ponamus  ideo  a^—cc  et  »=2»,  vt  propofita  iit 
haec  aequatio 

ddy—ccxtnjdx*z=.o  , 

quae  pofito 

> * 

pzzcxm  et  y~efpixz-em*-'  z , 

•j  * 

induet  hanc  formam : 

ddz-+-  zc xmdxdz-\-rncxm~,zdxt—o  • 

in  qua  cum  x occupet  vel  nullam,  vel  m-\- 1 di- 
menfiones , fingamus  jpfius  z valorem: 

z~  Aa:x-4-Bax'+’TO'+*  m“**,-4-etc. 

quo  fubftituto  fit 

X ^ X — 1 )Aa^~ ,-l-(X-4-OT-l-i)(X-p-ra)BAv+Jr‘'-,=ro 
2 X A c 
-4-  m Ac 

. \ * • • 

vnde  pcrfpicuum  eft  fumi  debere  vel  Xrro  vel 
Xtti.  Confequimur  ergo  ieriem  duplicatam  huius- 
rnodi : ^ 

z~  A -4-B^',bh",+Cjc*,,u*"*-4*  D a,r,TH'r4- Ex^^+etc». 

*■ i,WH-+  (txiV^-s+  ete- 

i ,»  qua 
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qna  fubftituta  fit 


(»+ 1 )wRrm-,+2{w+ 1 )(z  m+ 1 )Cx' 

4-w/Bc 

+(«+ 1 y «7+2)23^+  2 (w+ 1 )(  2 OT-t-3)(S> 
+ 25ff  +2(w-|-2}5JV 

+m$lc  -H»2V 


""  4-3fw-PI)(3w+2)D2:5"H■, 
-i*4(»+-x)CV 
+mCc 

m4"- + 3 (»7+ 1 X 3 ^ J 

+ 2(2/»+3j@>  J-=0 

1 


vnde  vtrique  coefficicntes . fequeati  modo  determi- 
nantur : 


n — — m A e 

— — f m-H;  ) * c 

m ( m i ) 

( m -+.  * ) < nt  , ) 

/C  — — (m  + tl5c 

i(ii+i)(  m-f-ij 

. »1 1 m j )( ni  -f.  i ) 

"p  — f iJ14-l)C( 

<7\ — — Isn-Mlft 

5(IIB+:)("1+|J 

p — (»m-t-6)Tl£ 

— -'m+iljc 

ete- 

ctr. 

\bi  bini  coefficicnfes  A et  % manent  indeterminati 
ita  vt  hoc  intcgrale  completum  fit  cenlendum. 


o A iter.  Snmta  ierie  , in  qna  exponentes,  ipfius  x 
decrefeant  , fieri  debet 

sX  + w-o  fcu  m rr  — 2 X , ' 

■vt  aequatio  noflra  fit 

•v  ddy—  <cx~ '^ydx'  ~o  y 


quae  pofito 

- ~ * v-‘Xf» 

/>—  ra.~!X  et  y— effi* z~elX~  * ; 

B b 3 


abit 
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abit  ia 

ddz-A-i  <x~~'ydxdz  - 2 'kc  zd x'  ~-o. 

Ponamus  ergo 

zr  A a.'x  -4-  B jc*x~'  -rf-  C ,v* v * -P  D » A~’  -+■  et£, 

et  fubftitutione  fa<3a  prodic : 

X(X-i ) Aa^+^X-i  )(3X-  a)Bjr*vT.,4-(5X-2)(  5 X-3'Carx-4| 
4-  2X  A/\r  Xt  '4-2(  3X-  i )Br-+-  2 ( 5X-  2 )0  4-2:7X-3)D/t 

— aXAc  ^2XBc  — 2XCV  — 2XDf  ] 

•vnde  coefficicntes  ita  determinantur; 

■n — X'X—  ■ ) A . — — X(X— i)a 

X4X-r-2^C  ’ f^aXr-lJC 

p — ( tX-t  » X rX— *)B  — — ( jX—  1 X iX— a)B 

( 1 X-—4  X 4(2 A — 1 Jc 

T\  - •«-(fX— 4X  $Xr-|)C  — WsX—  aX  ?X— O C 

(uX-HSjc  <S(lX— I* 

£ — — f ?X— iX  ?X— «)D  — — -t  7X— »XyX— 

(icX— iye  — ,(tX-^Oc 

etc. 

Hi?  vnius  tantum  litterae  A \alor  arbitrio  uoftro 
relinquitur , ex  quo  haec  feries  tantum  integrale 
particulare  exhibet. 

Coro  11.  1. 

94-r.  Ex  folutione  priori  patet,  alteram  fe- 
riem  terminari  quoties 

(21* -f-  i)tw-f-a/  — o feu  w^.7^,- » 

alteram 
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alteram  vero  quoties 

( 2 i — 1 ) -f-  2 /'  rr  o feu  w—  ~~  r 

denotante  i numerum  integrum  quemcunque.  Hi* 
ergo  cafibus  integrale  (altem  particulare  finite  ex- 
primi potefe 

CoroIL  2r 

9+2.  Altera  folutio-  praebet  feriem  finitam  , 
quoties  fuerit  vel 

(21-4- — o vel'  [ii- 1 i — o , 
hoc  eft 


▼t  ante.  Reliqu.s  vero  cafibus  haec  feries  in  infi- 
nitum excurrit., 

CoroIL 

94.3.  Cafiis  ergo,  quibus  haec  aequatio 
ddy—ccxndx'=z  o 

t 

atque  adeo  pofito  y~eSaix  etiam  haec 
du-t-avdx~ecxndx 

integrationem  faltem  particularem  admittit  , funt 
*—  ir^r  lumendo  pro  i numerum  integrum  quem* 
cunque. 

S c h o I i o rf. 

* * 

944'  Sufficit  autem  integrale  particulare  ia-' 
teni fle  , cum  ex  eo  facile  integrale  completum  erui 

poflit 
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poflit.  Cum  cuim  in  integrali  infit  littera  c,  dum 
aequatio  diffcrentialis  tantum  quadratum  cc  continet, 
perinde  eft  fiue  in  integrali  fumatur  ~\-c  fnie  -c. 
Hinc  fi  integrale  particulare  fit  ^ = cnt 

etiam  j'  — P-rQ.  integrale  particulare,  \nde  inte- 
grale completum  erit 

^=a(P+fQ.)H-(3:P-^0.)  feu^-aP  + PrQ. 

Quo  haec  clarius  explicentur,  ad  folutionem  a!te-, 
ram  aequationis  ddy—ccx~^ydx  — o accommoden- 
tur, pro  qua  ponendo  brcuitatis  gratia  t 2 ^ x f, 
fecimus  y~cct z , et  inuenimus: 


» .X  XfX  — iVavjX-j  , XtX-i)t  iX— I l(A-<]*yA — I 

*•— AA  ~ j(1x-“T«a  * r/ 

__  X ( X - i ) ( » X - i ) f i X - 1 ) ( ■-  X - 1 ) ( i X.- 1 ) A y-rX—t  i 
""""  6l  1 X—  i y is  ‘ 

w 

Pro  qua  exprefiione  diftinguendo  terminos  per  po- 
teftates  pares  ipfius  c diuifos  ab  iis,  qui  per  potefta- 
tes  impares  funt  diuifi,  (cribamus  z — P— rQ,  ita  ;vt 
iam  P et  Q tantum  potellates  pares  ipfius  e con- 
tineant eritque  integrrle  particulare  \num 

> .frFSHV-f Q.) 

et  alterum  n ' ‘ 


vnde  completum  ferit 
r J=zl? 


C ! 


Hinc 
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' Hinc  fi  c fit  numeras  imaginarius  feu  cczz—bb 
vt  aequatio  fit 

ddy  ~\~bb  x~K^y  dx%  ~ o,  erit 

,et  Y' iztotbt+V -i.fa.bt 
e rgo  y — P ( cof  b t -+-  *=£  / 1 , fin  .by) 

-bQl^coCbt+*±£  Y- 1,  fi a.bi)  Y-x 
fit  = y et  2 Y — i — £ t 

atque  integrale  completum  hoc  cafu  ita  exprimetur: 
J=?(ycoCbt  + ${iQ.bt)-bQl$coi:.bt-y(in.bt)  feu 

j'=(yP-££<£)cof.£/  + (£P4-y£Qjfin 
Cafus  ergo  hoc  modo  integrabiles  euoluamus. 

Exemplum  i. 

945.  Integrale  aequationis  dd 7— ccydx*— o 
inuenire. 

JHic  eft  X— o et  z— A;  atque  t~x , Ynde 
ob  P— A et  Q.r=o  erit  iptegrale  completura 
jr=z  aY*-\-$e— cx. 

Cafa  autem  cc~—bb  aequationis  ddy+  bbydx'±o 
integrale  completum  erit 

y — y cof.  b x -+-  $ fin.  b x. 


Yol  II. 


Cc 


Exem- 


ao» 
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Exemplum  2*. 

94.6.  Integrale  aequationis  ddy— ccx"*ydx  :o 


inuenire.  

Hic  ob  "Krzx  eft  z—kxr  et  f — i T 

ob  ?=.x  et  Q=o  , fit 


vnd« 


jr~[ctee f-f- (io  c,)x . 

Cafu  autem  cc~—bb  aequationis 
ddy-\-  bb  x~lydx'  = o 
integrale  eft 

j=(acof.£f4-(3fin  bt)x  exiftente 


Exemplum  3. 

947.  Integrale  aequationis  ddy— ccx  Tydx  _o 
inuenire.  t 

Ob  fit  B=-^,  et  s = A^-A,  at- 
que vnde  P=^  et  Integrale 

ergo  erit : 

Cafu  autem  cc  — — bb  aequationis 


4 t 

</  </)'  — b-  bb  x y dx  — o 
integrale  eft 

y — ( a cof.  b t -t-  (3  fin.  b t ) x7  ^ ( (3  cof.  b t - a fin.  b t). 


Exem- 
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Exemplum  4. 

94.8.  Integrale  aequationis  dd  y -c  c x~  * y d x *r  o 
inuenire. 

Ob  X—{  fit  B— A et  2— £x  , ita  Tt 

fit  P=:xf  ct  Q,— 7^*  Pofito  ergo  t~  — ix~11  in- 
tcgrale  ita  exprimitur 

Cafu  autem  cc~—bb  aequationis 

__  t 

ddy~\-bbx  *ydx'zz  o 
integrale  eft 

3 

y — x’(acoC£f-4-|3fin.£f)  — 7j((3cof.  bt  — a&n.bt) 

Exemplum  5. 

949.  Integrale  aequationis  ddy-ccx~sydx’z:o. 
inuenire. 

Ob  \ eft  B et  , hinc 

8=Ax’-  ideoque 

?=**’-*- et 
f 

PoGto  ergo  t=.$x'  integrale  erit 

C c 2 cafa 
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I 

cafu  autem  cc—-bb  aequationis 
ddy -\-bb x *jdx  zz o 
integrale  eft 

y- (i coC b t+fiinM)+±x\pcoCbt^cLbn.bt). 

Problema  119. 

950.  Aequationis  differentio  - differentialis 
— * i 

ddy-\-cc  x"-'ydx'  — o 

integrale  completum  aflignare , denotante  i nume- 
rum integrum  quemcunquc. 


Solutio. 

' Sit  breuitatis  gratia  t~ — (2/—  i)x''~‘,  vnde 

fit  .y1  ’ ~ 1 — — ( 1 1 ~f--  » ac  pofito  provalore 

ipfurs  z per  ieriem  inuento 

t i 1 j-4- j»_  ' -+•  * 

zzzAx^-^Bx*'  etc. 


ob  X — "f-TT  hi  coefficientes  ita  determinantur 

««—  04.  r — ■ ri* . T> — — j)c 

— ,<3=0 i » ' » u—  ~iUi=,)T  ecc* 


quibus  fubftitutis , et  introduco  Talore  xu~l  — 
erit 


~ _ A rii— T / T _ »«— 0 t <fn— »yi— 0 >Xi-i)  i ef.~  \ 

* — t.  »ct  ^ T ■' 


fiue 
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fiue  hoc  modo 
A 

— f *!=!>  -4-  «"— !)’<—’)  _ tfii— rtf/i— */— ,V  , x 

**  * -JT  ^ j.«cerr  j.rscJt* recc.j 

Atque  hinc  aequationis  propofitae  integrale  comple- 
tum ita  exprimetur  : 

j-r\  i + +• +etc.) (»^+ 

- «''(ST?  + «=££§=*  +etc.)(««“-(3^) 

\bi  in  vtraque  progreflione  lex  formationis  Angulo- 
rum terminorum  eft  manifefta. 

Coroll.  i. 

95i-  Hinc  quoque  illius  aequationis 

— f i t 

ddy~{~bbx,,~'ydxtzzo 

• r 

integrale  completum  manente  r — — (ii—  i )*,T— ’• 
eft  . . 

'-r'7  r ifii— iVi'— »)  . »ti7 — lys— . w f r . . 

' u * b btt  i.  4.6.  • 6*j*‘  etc.)(acof  bt+^Ra.bt) 

A-rHQ-i) . /. 

' ..,:t 6*i*  + — irr*. ,0^7« — — etc-Xpcotw— ttfinJr). 

. , CoroIJ.  2: 

952.  Si  i fit  numerus  negatiuus  haec  inte- 
gratio perinde  fuccedit , aequationis  enim 

— 4i 

ddj—ccx*1-*-'  ydx*~o 

C c 3 pofito 
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X"' 


pofito  t — integralc  erit 

f-t\  i + 4-etc.)(a^-4-(3^) 

4-  i’ii-i)ii-*ti+*)  , rf»-. !?»-■> i etc.Vatf*t  — Gf*1). 
r*  \ ,«t  T bvieM'  >«.<•».  ioe»i*  '*  . “ 

CorolL  3. 

953.  Simili  modo  huius  aequationi* 

4»_ 

ddy-\-bbx*,~*r 'ydx  zz o 

pofito  /~( ai-Hi integrale  completum  erit: 

•— 1 — «•*— W-M>  4-  tTit—  ■x/7— 0:11— _ ftc  V acof.it-p-Gfin  t/) 

» * u*t>6tt  1 1.  «.6.  it4l* 

_L /i /■'('+')  i(ii-iX«-*X»-4-i)  1 Urtrof.A*-afin.to 

~ ^ "15 T 4.7P7*""  ^ I~4.  e.  .rict*  t»  Af 


CorolL  4. 

95+.  Ia  formulis  finus  et  cotinus  continenti- 
bus fi  ponatur 

arzCfin.^  et  (3— Ccof£, 

•xprefiiones  noftrae  ita  contrahuntur,  vt  fiat 
acof.itH-|3  fin.if  ;=Cfin.(it -l-£)  et 
(3cofii#~ Cafin.it— Ccof.(if-t-  £) , 

■vt  iam  hic  C et£  fint  conflantes  arbitrariae  inte- 
gsale  completum  reddentes. 


Scholion. 
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Scholiorr, 

95$.  Hinc  egregium  adipifcimur  adminiculum 
ad  cafus  intcgrabilitatis  huius  aequationis  diffcrentia- 
lis  primi  gradus 

* du-)ruttdx-{-ax'dx~o 

agnofcendos  fimulque  integralia  completa  definienda; 
naicitur  enim  haec  aequatio  ex  i fla 

ddy-\raxnydx'-=zo  ponendo  y—gM* 

▼nde  ex  illa  viciffim  haec  oritur  ponendo  U—-^. 
Cum  igitur  iftius  integrale  aflignare  licuerit  caflbus 
quibus  exponens  n— iisdem  cafibus  aequatio- 
nem diflerentialem  primi  gradus  aflignare  licebit , 
vbi  quidem  duos  cafus  euolui  conuenit , prout  a 
fuerit  vel  numerus  negatiuus  a——cc  vel  pofitiuus 
a~-hbb.  Hos  igitur  duos  cafus  pertra&afle  operae 
erit  pretium. 

Problema  120. 

9$6.  Denotante  i numerum  integrum  flue 
pofitiuum  flue  negatiuura  quemcunque  r inuenire  in- 
tegrale huius  aequationis: 

— ♦» 

du-+-uudx— ecx1'-^-'  dx~ 9, 

Solutio. 

Pofito  u - haec  aequatio  transformatur  io 
iftam :: 

—♦t 

ddy—ccx^+^ydx*—  o 


fumte 


ioS  C A P V T VII. 

fumto  elemento  dx  conflante  , cuius  integrale  afli- 
gnauimus.  Poflto  (cilicet  tzzz(z  i)x1,~i~'  eftt 

Ponamus  breuitatis  gratia 

^(«^f4-pf-c,)P-((tfct-(35-cf)Q. 
et  cum  fit 

— i « « » 

dt  zzx' 1 -t- 1 dx  feu  dx-X' dt 

erit 

dy  (aec'-!r&-tW-cQdt)-it-(ae''-  ){cVdt-dQ ) 

ax  xTr+Tdt 

fiue 

dy  ox«id?+cVdt-dQ-cQdt)*$e-c'{d?-cVdt+dQrcQdt) 

dx~  -4i-  1 * 

x%J,-+'dt 

At  vero  eft 

if ffi-i  tf ii — i V i ifi)— 'V» — *W— >X» — 

d<  1 j.«ce  1 , j.  4. «.  «c* 

„.n if i—4—  i ) ,r-.  j_  i > y ii— ,yi-f-2) t i- j _4_  >(*»—  i X»— «X»— »X»—  i«Xi-f-0 ctc. 

•Vc — a * ‘ 3.4. «c*  ■ -?.4. «. ».  IOC* 

| a | 'X11  «X»— cXM-afy» — ctc. 

^Q=  il”-1 -j-  ,etc. 

# • 

rnde 


v 
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vnde  colligitur  : 

dP — =04» i(x — I ) ti— 1_  Mi — «X« — 0 fi—  t /i*-i Xf*-« )[»'<—  #KW— t)  ,1— i ah.’ 

"di  » * 4. «. i.7o~  * 

:Pi;-dq  — I . ['(,•/— , yri—.yii~9yi~t) {i—t  t etc> 

i r * j.  * ».  «•  6-  ■ c* 

Ponamus  ad  abbreuiandum  : 

P | - ■!  | A*r' 1 * ■'  d~—  C Vl-4-  *)  £ I 4 | c ^ 

i — «,*  1 i t,-»— 'X»— *yx-4-i? p— » i »?»— iX/p—  «x»— 9)?»— ^ »«y»-n) ^i— » i _ 

2)  ji — 2 i_  i/i — r >'i; — ty>7 — oV» — 4)^—4  , ejc_ 

2.  4 c C 2.  4.  6.  • C4  ■ 

; — V» — I I >(i/ — i y — 0 |i-x  i A//— i''»— »V''— «)'/> — '<sX> — s) 

aC  * 2.  4.  6 iT*  * 2.4-t>.  |.  15  C1  ‘ 

vt  fit 

x/y  (ae^-f-  (3f'c,)(-  cSJ  + ^a^—  R) 

5* “-H  • 

1-4-1 

Quare  cum  fit  t i—ytx  erit  noftrac  aequationis  in- 
tegrale  completum: 

-±L-  (ouc,-Be-e')R-(aect+(ie-c,)S 
e U—(aect+pe-ct  iP-laf-pe-"  )Q  UUC 
lx£r.  u _ «^(R-S)-p*-«>(R-t-S) 
e «*c'(P-Q)4-f3<’'c,(P-+-QJ 

quod  ob  rationem  conflantium  a:|3  arbitrariam  eft 
completum. 

Coroll.  i. 

957.  Quaternae  formulae  P,  Q,  R,  S qnae 
fingulae  cafibus  quibus  i eft  numerus  integer,  abrum- 
, VoL  II.  Dd  pan- 


2Io  CABVT  VII. 

pantur  , ita  a fe  inuicem  pendent  , vt  fit  primo 
R = P-^  et 
tum  fero 

</P+rfR=±^5ii  et  dQ+d Sr=^f. 


Coroll.  2. 

958.  Pofito  ergo  vel  azzo  vel  (l  z :o,  inte- 
gralia  particularia  algebraica  aequationis 

— ♦» 

du-\-uudx—ccxll-*"dxzzo 
exhiberi  poflunt , quae  funt 

t i * ' 

- 1 — R — s et  1xt  1 1 

cx  U — e**  “ — P-t-Q.’ 

idcoque  hac  vna  formula  comprehendi  poflunt 


Scholion  1. 

959.  Pro  variis'  ergo  valoribus  numeri  i tam 
quantitas  t quam  litterae  P , q , R , S lequenti 
modo  fe  habebunt : Primo  fcilictt  fi  i~ o erit  i~x, 
atque  P— 1 , Q — o , R—  1 et  S — o , reliquos 
cafus  in  fequenti  tabella  repraefentemus  : 


*=-* ; f—~i 

p —i » q-o 
R =i;  S=,-Vr 


r 

izz  1;  /“3 .v* 

p -t  i q=§ 

R — t ■,  S—o 

i—-  2 i 
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i — 5 t — 1 1 a 


i.r  D — ,*  i »•  s.  7 f*  i . j.  s.  r.  9 . 

qr  r~f-r-77"*T  ~ f 

Qp'it4+ti±£i 

*W  s=^4+  ^*\ 


- 1 r 

6it-  — 


r.  s.  t i - »•  ?•  y-  » 

c77*"  ^ c*l‘° 

4-  3'  S.  7 1 3.  *•  7 

£17»—  ~ 7»pT 


_ 7.  j.  5-  7 I S.  »•  ?•  f « _1_  !•  !•  *•  »-  1 r 

CCt*  ' • C4t‘“  ‘ C*  t1* 

L_  4»  S-  7-  9 1_  J.  ?.  7.  p.  1 > 

' -TTf»-  ^ CJ  J«« 

r 

. 4 Tj 

:<J  ; ; — 13  a* 


, »«  .»  j.  y | _ s.  | | 

_L_  4.  J.  7-  O ,*  _J  J»S.  7*9*  »•  7 

‘ c*  * ^ e»  * 

- iilZ.  f*_4_  s-  t t I* 
ce  c* 

J — «•>•?•  7 ;r  —I—  9 T 

* t*  * “ c*  *• 


SchoPon  2. 
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Scholion  2. 

960.  Dum  hac  formulae  diligentius  confide- 
rantur  , noua  fe  prodit  relatio  inter  valores  litte- 
rarum P y R y S , quae  in  hoe  confiftit,  vt  per- 
petuo fit  PR  QJy—t'*  y cuius  veritas  primo  qui- 
dem per  indutfionem  deprehenditur  , tnm  vero 
etiam  per  relationes  fupra  datas  demouftrari  poteft. 
Si  enim  valores 

/ 

R = P-A£-  et 
in  aequationibus  : 

et  JQ+JSzz'-^ 

fnbftituantur,  oriuntur  hae  duae  aequationes : 

— iill? -ilp-  et 

c a t t c t 

, jn d dP  — 1 rJXd  t 1 1 dP' 

3U\L  cdt  t ct 

quarum  illa  per  P,  haec  vero  per  — Q.  multiplicata 
iun&im  dant : 

2 P d?  — a Q^Q-h  i p ~ y.  r=  !***  ( p p - QQ ) 

+ p-p^Q.> 

Ponatur 

PP-Q.Q— M et  9‘J-7TtVdCL— N erit 

dM-hdN  = ^ (M-b-N)  feu  ^-<1  = 1 ip 

hineque  integrando  M-i-N=.C/,r.  At  efl 

M + N = P(P-cif)-Q(Q.-  PR~QS 

D d 3 euidens 
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euidens  autem  eft  pro  conflante  C vnitatcm  accipi 
delxre. 

Problema  121. 

9<Ji.  Denotante  i numerum  integrum  fiue 
pofitiuum  fiue  ucgatiuum  quemcunque  , inucmre 
integrale  completum  huius  aequationis 

— 4 i 

du-\-uudx^rbbx dxz=. o- 


Solutio. 

Pofito  u xXjj-x  haec  aequatio  transformatur  in 

irtam 

- 4 i 

ddy-^-bbx''-^1  ydx~ o 

fumto  elemento  dx  conflante  , cuius  integrale  fupra 

1 

eft  aflignatum.  Scilicet  pofito  ( zi+  i in- 

venimus (95  3,  954-)! 

v p ( fl ■ frl— i.V» — <K>'— 1>—*  — £f(;_  \ fin,  (bt~\~^}) 

J 3.  \bb  3. 4.  <S. «.  t*  • * 

etc.}cof \bi-\-Z>) 

cuius  loco  brcuitatis  gratia  fcribamus: 
y — C P fin. ( b t -i-  % ) -b  C Qcof.  ( b t -f-  %}. 

Hinc  ofa 

— a i_  9 * 

dtzzx -''-^'dx  feu  dxzzxzt~*~'  di 

erit 
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erit 


dx  " - 

X*1-*-'  dt 

vnde  cum  fit  u~-±4-  erit 

y <*x 

* ' *■ +' ' dt  ( P fi  n . ( b t + < ) + Qcof.  ( b t H-  %) ) 
Ponamus 


P+»?,=R  « Q.-4-37=s, 


■vt  fit 


ix'l+'u  = 


Rcof {bt±Z)~  SCmJbt+Z) 

PfioT(6/+<)+Q:coC(i/  + ^) 


erit : 


P — t'—  4.  i?i/—  1 X «— « X i f — p X ;-4-< ) ,t— 4 

;.*66  r 3.4.6.  »4«  * ctc- 

>(i>—  ■ y»— >x» t-») >1— r.  , 

3 ^ t*  *•  o t>*  j.  4. 6.  1.  10  fcS  * " etc. 

il — jf/i—  ix» — »)/>— » 1 /t»— i.x«— «i:»— 9X1— 4)  .i— 4 

s.  466  * ^ * —etc. 

\ •—»*—')  t‘ — • i(ri — >X»«—  — 1)  fl — 1 , ff» — 'X» — 4){)i — pX><—  i«yi 0 

ib  j.4.661  :.4.  e.  *.  »o63  ’ — etC. 

atque  ob  angulum  £ introduttum  hoc  integrale  erit 
completum. 

C o r o 1 J.  1. 

962.  Quaternarum  ergo  litterarum  P,  Q, 

R,  S valores  ita  a fe  inuicem  pendent  vt  fit  primo: 

R=P+&  et  S=Q-&, 

tum 
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tum  vero  etiam  patet  fore 

*/P-MR=ii7^  et 

C o r o 1 L 2. 

963.  Deinde  etiam  colligitur  fore  PR  + QSrr*' 

quae  aequalitas  ex  praecedentis  problematis  formulis 
deducitur,  (unito  pc7z.-bb  vbi  Q.  et  S abeunt  ia 
QV-i  et  SV-i. 

Coroll.  3. 

954..  Hic  cafus  a praecedente  etiam  hoc  dif- 
fert , quod  hic  nulla  dentur  intcgralia  particularia 
algebraica.  Quicunque  enim  valor  angulo  conflanti  s 
tribuatur,  iutegrale  fempex  finum  et  cofiuum  cuius- 
dam anguli  inuoluit. 

Scholion  r. 

9<J$.  Cum  igitur  aequationis 


du-\~  uudx-\-bbxtlu>~'  dxzzo 

l 

integrale  completum  pofuo  r~ + fit  ^ 

— 1 L Rcof.(&HiQ—Sfin.(6/  + £) 

(£/  + £)+QCOf  .{bt+Z) 

pro  fingulis  valoribus  numeri  i quantitas  t cum 
litteris  P , Q,  R , S ita  fe  habebit.  Primo  fi  /-O 

erit 
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crit  ^ — 1 1 Q. — o •»  R— 1 et  Srra  item 

ita  -vt  integrale  fit  ; reliquos  calus 

fcquens  tabella  exhibet : 


i=r-i  ; t— 

• 

/- i ; t - 3x* 

P=!i  q-o 

P='  i £=* 

^ ~67)  , i 

{ R = t ; S — 0 

./--2  ; t=~  ! 

X 

i — 2 { t — $xs 

i 

\ y ..  . 

q=6ir 

P=^-iJ;  Q.=F 

Rzrf/?  S=j/ 

— tt  b bt*  ■>  13 — ii» 

■i—  — 3 i ? — 7* 

t / . 

1 ^ 7 

3 ; t~ ix 

< • . , » 

« • 

p — c — *•  * 

x tt 

p=s~Ks 

Q^iTTi 

R—  P-  — iFF 

ff* 

r <*  s.  s 

— 61*  ~ b*l*~ 

\S=\tt 

, -7 

J— -4;  r=r— 

at 

t 

/-4;  t — 9 A'° 

p — 1 »• « 

* — ' t*  ~~  bb  1« 

r — t — tb  r ‘ + b* 

Or‘ »•  * 

X.  t,l  bt,7 

n ' I.  !•  s . »•  i«» 

— t*  — bb  1*  "r  i«i* 

R = t'-Xu 

c 1»  1. 5. 7 

O — ii*  6«i> 

c — tt3—  bJ- 1 

5 — b * b,  r 

Vol.U.  E e i~-$  i 
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-9 

:-5  ; t~'~ 


f = 5 5 t—nx 


» f.  T.  « _o-  »•  s r p — t — *•  r 7.  / -l- 

• t*  mr^bur  **  r 

- i£_ *• s-  * Q — ^ f4-  *•  '"'—t 

~ bt*  6*1*  ^6  4J 

' _ ti»  x I R— /*  — f*H 

-|T  “'6  61»  "T  6*1®  | t>0 

. >s  4»  % s-  t t »•  5‘  *•  9- 1 C — «c  »* !l ±1* 

-J[4  i,j  t»  ^ 6*  t,#  1^  — 6’  b1  1 


- I I 

*=-<*>  — 

x" 

p ! **i!  _i_  *•  *•  ”•  » 

r — !<  i 6l*  ^ 6*i  •• 

vi—  ri^  "PT*“  ^ i*r*T 


D i _ «•  4-  s»  r i i.  !•  j.  >.  t _ 5-  5.  r.  yi » 

K — i*  6 61*  b*tla  fc«P*~* 

rt  __  *•  i-  7.  9 I i,  7.  g.  II 

— 61*  6J  l*  ‘ 6* |,f 

r 

irr:5  ; 

p — t*  — «•  ;• *•  * t*  -4-  5‘ T'  *JSJ * / / »•  1. 1. 9- 1 1 

66  64 

Q=T/5~ 

R='*“ 

S-T Zp&S-i-  n^-t. 
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Scholion  2. 

• . 4 , ■ » * , 

. . 

Forma  integralis  inucnta  modum  fuppe- 
ditat  aequationem  propofitam 

du-\-uudx-\-Ax*,-*~'  dx  — o 


in  fpeciem  fimpliciorem  transformandi.  Primo  enim 
ponatur  , . kJl  - • . 


— it 


x'  '+'u— v feu  ii—X1  *"*" ' v , 
ac  prodibit 


4 X I 


— 4 i 


x'  1 1 dv  — 1-  X vdx-^-x'*^'  vvdx 

— . i 


feu 


— ii 


-4- Aa1  ‘ dx= o 

— 7 i 


dv — v~-\-xli~h'vvdx-Y-Ax  1,-f~ ' dx~  o. 

a J -f-  1 • x ' 

1 

Ponatur  porro  , erit 

_ — a I 

dt  dx  et  — 


vnde  fit 


i* 

)l+l  K * 


dv—  lilii  -\-vvdt-\-  Adt—O. 

Sit  infuper  vzz f-4-s  "vt  prodeat 

- +dz- *iii' -^  + 77+  — + **  *+A<fco 

feu  dz-\-zzdt — — ^t*  ---  -+-  Adtzz  o 

£ e 2 quae 


I 


Digitized  by  Google 


220 


C A P V T VII. 


quae  ergo  quoties  i eft  numerus  integer  , eft  inte- 
grabitis. Simili  modo  haec  aequatio 

du-\-uudx-\-Axndx—o 

generalius  ita  transformari  poteft : polito  U—Xxv  et 
z—  iXa“v“ * obtinetur: 

dz-\-xxz  s i X ( X -f-  2 ) x~Xr~Idx A xn~xdx~  o 

quae  porro  polito  xxdx  — d(  feu  — x )* 
abit  in 

?! — lX  fl—tX 

dz+zzdt+  A(X+i)  dt— o 

quae  aequatio  eft  integrabilis  r quoties  ? 

vnde  numerum  X pro  lubitu  aflumendo  innumera- 
biles formae  exhiberi  poliunt.  Si  capiatur  Xr-x  fit 
txzlx  et  dz+zzdt^ldt-k-Ad^^dt  — o. 


r 


CAPVT  VI]  I. 
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CAPVT  VIII. 

DE  * 

ALIARVM  AEQV ATIONVM 

DIFFERENT  IO  - D IF  FER  ENTI  AL  IVM 
RESOLVTIONE  PER  SERIES 
INFINITAS. 

Problema  122, 


9 0 7' 

Formarrr  generalem  aequationum  differentia  - differ- 
rentialium  r quas  commode  per  ftries  refoluere 
Icet , exhibere  , earumque  integralia  inueftigare. 

M • • . 

Solutio. 

Primo  alias  aequationes-  commode  per  feries 
refoluere  non  licet  Tni(I  in  qu  bus  altera  variabilis  y 
/ cum  fuis  differentialibus  dy  et  ddy  nusquam  plus 
f-vn a dimenfioi  e obtinet»  quon  am  pro  y feriem  in- 
nitam  fubftituendo  in  calculos  nimis,  mole  flos  ind- 
eremus / fi  vsquam  plures  dimcnfioues  ingrederen- 
tur. Huiusinodi  ergo  aequationes  in  hac  forma 

ddy  -\-M.dxdy-$-'Nydx^z'X.dxr 

continentur.  Tum  \ero  vt  feriei  pro  y aflumtac 

Ee  j qu»11-- 
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quilibet  terminus  per  foliim  praecedentem  determi- 
netur , qui  cft  cafus  rtlolutionis  maxime  notabilis  , 
duplicis  tantum  generis  terminos  ratione  alterius 
■variabilis  x itiefle  oportet , fiquidcm  ad  dimenfio- 
nos  , quas  ipfa  x cum  fuo  diffefentiali  dx  conftituit, 
rcfpiciamus.  Vnde  primo  quidem  rciefto  termino 
Xdx'  aequationes  hoc  modo  refolubilcs  in  hac  for- 
ma continentur  : 

xx(a  + b x']  ddy-\-  x(  c + e .v* ) dx  dy.-\-(f+  gxn)  ydx'~o. 
Pro  cuius  refolutione  fingamus : 

j rr  A xx 4-  B j.x'h'  C r*-*"*"  -f-  D AX-Mn  -f-  etc. 


et  fa&a  fubflitutione  fequens  fericrum  fumma  ad  ni- 
hilum redigi  debet : 


+X(X-i)A6 
-pXAc  4"  X-|-BjEr 
-px  A 6 
-PA/  + B f 

+ Ag 


-p(X-pfl  (X-pW  ‘ijB^ 
4-(X-4-2w;CP 
i -pfX-f^Br 

+ C / 

-pBg. 


Hic  ergo  primo  exponens  X ita  accipi  debet,  vt  fit 
X(X  — i ) o — P X c —1— f o 

tum  vero  pro  reliquis  fieri  oportet 

(f X-i  ti)  X— \~n  i )c— |—  (X-pw  £~\~f ) B --(\CK- 1 )6-|-Xc-Pg)A 
(fX-t-2»\X+2«-i)tf-f(X+2?jY+/ )C"-((X+n)(X+»-i)A+-'X4»y+^B 
((X-P3  n (X-p  3 n- 1 V+|Xq  - 3 wjc-P/, j Dr-((X-p  a«)(X+  2 n - 1 )£-p(X  2 n)tY^ 

ctc. 

Cum 
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Cum  igitur  fit 

X(X-i)4f+Xc-f-/=0  , 
fi  ponamus  breuitatis  caufa 
X(X—  1 ) b -|-Xe— | —g~b 

erit 

[n'n+  2\-i)a+nc)B=-hA 

( 2«(  2 n+  2X- 1 )rf+  2 w) C c:  - («'« -f  5 X- 1 )b+ne- \-b)  B 

(3»(3»+2X-x>+3»c)D=-(2;jf2»-f-2X-i)i4-2n^)C 

etc. 

Qu  a ergo  nifi  <7~o  , pro  X gemini  inueniuntur 
Valorcs  fcil.cet  , 

X — a — c ± Vf  'a  — c :»  «a  f) 

a a 7 " 

binae  feries  pro  y inueivuntur,  quae  vtcunque  com-  v 

binatae  intcgrale  completum  aequationis  propofitae 

praebent. 

Aliter. 

Propofita  aequatione  hac  i 

Xx{a-\-bx")ddy->rx[c-\-exn)dxdy- f-(  / +g  x*)  y dx'~0 

feries  quoque  ©rdine  retrogrado  fingi  potefi  * 

>—Aax+B.vx-*+Caa_,"+Dax-,,,+  etc. 

tnd«  . 
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vnde  oritur  ad  nihilum  reducendum 
4-X(X-i)AiAA+J,4-(X-n)^X-«-r  )B^AV(X-2^(X-afl-i)C^_,,etc. 


-f-X'X-i)Aa 

4-(X-«XX-w-j)B<i 

4-XA? 

+(X'«)B<? 

4-(x-2«)c#  . x 

- 

-pXAf 

+ X-«jBf 

+Ag 

-fCg 

+ A/ 

+ B/. 

Hic  ergo  exponentem  X ita  accipi  oportet,  vt  fiat 
X(X-  i )i  + Xe+gno. 

Tum  vero  fi  ponamus 

%Ck-x)a-i-*c-i-f=b 

.determinatio  coefficientium  ita  fe  habebit : 

«((«  — 2X+i)i-^)B— — b A 
fl»;(2«--2X+i)£-*)C:=-(«(»-2X-f  i)a-«fU)B 
2»((3n-2X+i;^-f)D=— (2»;2«-2X+i)a-2>tf-i-/;}C 

£tc. 

Coro II.  i. 

9<? 8.  Ex  priore  fo!ut'one  , fi  i denotet  nu- 
merum integrum  pofitiuum  , ieries  affiimta  alicubi 
abrumpetur  , fi  fuerit 

i» i — 2. X — i )£ — o vtl 
(X-}-/fl)(X— J—  in—  i )b -j- (X -\~in)c  — o 
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hoc  eft 


XX£-{-X(2i/j—  \)b-\-in(in- 1 


C O r 0 1 1.  2. 

9^9.  Aequatio  ergo  noflra  integrationem  ad- 
mittit fi  litterae  / et  g ita  fuerint  comparatae,  vt  (it 
/==:  — X|X— 1 )a— Xc  et 

g - — (X-{- i (X-{—  in  — ■ 1 ) b ~ (X n *)c. 


Vel  fumtis  duobus  numeris  p.  et  k,  vt  fic  y — 
diuifibile  per  exponentem  n fi  fuerit 

, et  g=-v(iv- i)b-ve. 


C o r o 1 1.  3. 


j 


'Sio.  (?uftf  hinc  fit  f 

a — ‘c  Vf  ( a — c )*  J- * 0/)  -i,>  rf*  V(  ( 8 — O1  — *5j^ 

jx— et.  y — TF 

aequatio  habebit  integrate  algebraicum,  fi  fuerit 
denotante  i numerum  integrum  pofitiuum  : hoc  efi 
fi  fit 

. in~~—  - |-  V t < 6 — * ■*  — *1>£)  ~j~  V ( t a — g)1  — *qf)~ 

• s a 3 b — m h • 3 a 


G o r o 11.  4. 

j ! 97r.  Pro  ferie  autem  inuenienda  fi  eueniat , 
Vt  exponens.  X fiat  imaginarius  , notari  conuemt  t(Te 

(cofp/ar-f- /—  i.fin.  p/x) 

Vol.  II.  F f vnde 
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vnde  binae  feries  ita  combinari  poterunt , vt  inte- 
grale  confcquatur  formam  realera. 

i S c h o fi  o n. 

N 

972.  Vtraque  folutio  generatim  fpeftata  du- 
plicem ieriem  pro  variabili  y fuppeditat , pro  ge- 
mino exponentis  X valore  , qumim  combinatio  in- 
tegrale  completum  exhibet.  Solutio  fcilicet  prior 
pro  exponente  X hos  duos  praebet  valores 

X a — e±Vf(a— c)1  — 4fl/)  ... 

x a 1 * ' » ~i  • 

Jolutio  vero  pofterior- 

■j.  . S — .*  ~4-  V ( ( 6 — e f — ♦ b g 1 

ita  vt  hoc  modo  integrale  completum  duplici  modo 
exprimi  poflit ; quae  binae  formae  etiamii  maxime 
diuerfae  , atque  adeo  interdum  altera  per  exponentes 
imaginarios  progrediatur  , dum  altera  habet  reales  , 
tamen  fibi  aequi  pollentes  efle  debent.  Quin  etiam 
euenire  poteft  , vt  altera  folutio  vel  etiam  vtraque 
ad  integrale  completum  exhibendum  fit  inepta,  dum 
vnicam  feriem  fuppeditet.  Incommodum  hoc  pro 
vtraque  (olutione  duplici  modo  accidere  poteft  ; pro 
priori  nempe  (olutione  , vbi  exponentem  X ex  hac 
aequatione : 

X ( X — 1 )a-f-Xr-t-/rro 

definiri  oportet,  vnicus  inde  pro  X eruitur  valor,  fi 
fuerit  vel  a — o , vel  4 af—(a  — c)*  , priori  cafu 
tantum  fit  X — — j altero  ipfius  X valore  quafi  in 

infi- 
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infinitum  abcunte.  1’ofteriori  catti  vero  ambo  ipfius  X 
valores  fiunt  inter  fc  aequales  fcilicet  Xrr-^-e.  Idem 
incommodum  in  altera  folutione  locum  habet,  fi 
fuerit  vel  b~o  vel  4 bg=(b  — e)',  vnde  patet  fieri 
poffc,  vt  altera  folutio  huiusmodi  incommodo  labo- 
ret , dum  altera  eo  careat , quin  etiam  vt  vtraque 
eodem  inquinetur.  Quocirca  ofiendi  conueniet  , 
quemadmodum  etiam  his  cafibus  integrale  comple- 
tum inueftigari  debeat ; quorfum  etiam  cafum  refe- 
ramus , quo  ambo  ipfius  X valores  fiunt  .imaginarii 
quandoquidem  ad  imaginariam  fpeciem  tollendam 
fingulari  artificio  eft  opus.  Denique  vero  etiam 
binae  feries  pro  y exhibendae  difficultate  premuntur, 
quoties  bini  valores  ipfius  X differentiam  habent  per 
exponentem  n diuifibilem  , quorum  cafuum  euolu- 
tio  etiam  explicari  meretur. 

Problema  125. 

973.  PropoGta  aequatione  differentio  - diffe- 
rentiali : 

x x [a  -fi  b xn ) ddy + x ( c -fi  e ar")  d xdy  -fi  ( /-fig  xn ) y d x * = o 

fi  eueniat,vt  binae  feries  afeendentes  pro  y affumtae 
vel  in  vnam  coalefcant  , vel  altera  fiat  impoffibilis , 
integrale  completum  per  feries  exprimere. 

Solutio. 

Affumta  ferie 

— A -fi  B + C x * + D x' + c tc. 

F f 2 fi 


Digitized  by  Google 


C A P V T VIIL 


22S 

fi  eueniat  vt  bini  valores  ipfius  X ex  aequatione 
X(X—  1 )a-\-"Kc  -\-f  — o 

vel  fiant  aequales , vel  differentiam  per  n diuifibilem 
obtineant , valor  ipfius  y praeter  poteflates  ipfius  x 
etiam  logarithmum  ipfius  x inuoluet.  Quare  pro 
aequationis  rcfolutione  flatim  ponamus  y-u  + vlkx , 
vt  fit  y~u-\-vlx-\~OLV  , denotante  a quantitatem 
conflantem  quamcunque.  Hinc  erit 

dy=zdu-+-v~  -+-dv!kx  atqus 

ddy-ddu-y-  4 -ddvlkx 

quibus  valoribus  fubflitutis  , aequatio  noflra 
induet  formam 

Xx[a-\-bxn)ddu-{-2x(a^rbx,>]dxdv—(a-{-bxn)vdxt 
4-  x ( c + exn)dxdu+[c+  ex" ) vdx1 
+( f+gxn)udx' 
+(xx(a+bx',)ddv+x,c+exn)  dxdv 44  f+gx*}vdxr)IkxS 
vbi  partem  poftremam  logarithmo  affedtam  feorfim 
nihilo  aequari  oportet.  Quare  pofito 

v — A a.x  4-  B *x  +-"4-Cxx"'-’,‘  4-  D .ix  *-**  4-etc. 
exponenti  X ex  aequatione 

X ( X — 1 ) a 4-  X c 4 — f — o 

is  valor  tribuatur , qui  nulli  incomrrodo  eff  ob- 
noxius; eritque  pro  reliquis  cocili cientibus  poncudo 

X^X  — 1 )i4-Xf  4-^r  «/> 

• 1 It 


hanc 


1 
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vt  fequitur : 

((«4-2X- 1 o 

2 ( ( 2 n+  2 X—  i )i2-K)C4  ( «+  2 X—  i )&4-<0B4-^B — o 
3^3^4-2X— i V4-f)D4-2(f  2«4*2X—  xjb-^-ejC+bC—o 
4((4>H-  2 X—  i 4-c)E-4  3 ('  3 >H-  2 X—  i )£  4 ^ D4^D^o 

i 

etc. 

His  coeffi  cientibus  ita  definitis  , quorum  primus  A 
arbitrio  noflro  relinquitur  , ponamus 

«rzA-j-5{Ax4-55  .vx-HX + (£  ax  ^ in  4-  ^ ■xx"M’1  -f  - e tc . 
qui  valor  fi  in  priori  aequatione  cum  ferie  pro  v 
inuenta  fubftituatur  , fiquentes  feries  ad  nihilum  re- 
duci oportet 


<?4£An)f[£+x(x-  i;3ki 

*+>+ 

1 )35&**'tJr4  (X4  2 n)  X*-2«-i^<ttV4-,*«c. 

[<+ex'0 

+X(X-i  %b> 

4(A4w)t^4^~  *)35^ 

4 X^fr 

4{X42>0(£f 

f+gx*A 

4 -WU 

4(X4«)25* 

+ 3f/ 

435/ 

4<£/ 

4 2(5 

+ £5  , 

42XA  a 

42  X4«)Ba 

....  42(X+23'Gj 

+A(<r—  0) 

4-2X\fr 

4^(X4fl)B6 

4B(c-«J 

4A(<?-£); 

4Bve-£) 

F f 3 

Cum 
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Cum  autem  fit 

X(X- i)a4-Xr +/ro  et  X(X-  i )£4Xf  -\-g~nb 
exprefiio  hacc  transmutabitur  in  hanc  formam 
.*  xx{a+bxn)l±£  +x(c+exn jg  4 -(f+gxn)s 
((2X-1  )o +c)Aa.x+((  2n-HX-i  )fl+f)Ba;x+',,+((  +«+-  2X- 1 

+((2X—  i)6+e)A  +((a«+-2X—  i)£+e)B 

+^(«4-2X— i)a-fe;S5  +2»((2»+2X-1  £ 

+ nh%  +»'(nf  2X-i)M^95 

+ «^9$ 

vbi  a denotat  quosdam  terminos  feriei 
21  aX  -+-  95  *‘X*‘4* n etc. 
praemittendos , ita  vt  ordine  retrogrado  fit 

a — Q jtX— n + 5 xx~-" 4- C a.X— !n-f- . . . 4-jAX~". 

• Quod  principium  quomodo  quouis  cafu  fit  condi* 
tuendum  , fequentia  funt  obferuanda. 

I.  Principium  hoc  locum  habere  nequit , nili  fuerit 
(X  /»)(X  in—  1 ) a -4-  (X — in)c -\~fzz. o , 

cum  igitur  fit 

X(X  — 1 )a  — |—  Xc  - {— f o 
inde  erit 

X = i«-H  , 

hinc  \ero 

> — a — a -+-  V ( ( a — e )’  — ■»«/> 

1 a » 

quan- 
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quandoquidem  hi  duo  valores  conuenire  nequeunt , 
ni  fi  ibi  fignum  radicale  negatiue  , hic  vero  pofitiue 
accipiatur.  Aequatis  autem  his  valoribus  fit 

, feu 

iinnaa^zia—c)1  — + bf  hineque 

r { o — e )*  ... 

J — ~\a~  — mna  , 
vnde  fit 


X — 


* i n. 


Quare  fi  aequatio  propofita  ita  fuerit  comparata  , 

Vt  fit 

ina  = V((a-e? -+af), 
tum  fumto  • *■ 


X—±=l 

a a 


1 n 


ac  pro  v fumta  ferie 

v~A^+  Ba^^etc. 

akeram  ferrem  u ita  conditui  conucnit 

«=)**-»  m-.,. 

H-(£xx'4-J,‘  etc. 

Hic  eft  catus,  quo  bini  valores  ipfius  X ex  aequatione 
X ( X — 1 ) a -i—  X c -4-  f — o 

differentiam  habent  per  n diuifibilem  , vbi  notandum 
fer.em  v a ma  ore  valore  ipfius  X,  feriem  vero  u a 
minore  inchoari  debere.  » . 

IL 
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II.  Principium  A omitti  neqoit  nifi  fuerit 
( i X — i ) a -4-  r — o , 

quo  cafu  fit  Xzi^pi:  atque  hic  eft  cafus  , quo 
aequationis 

X ( X — i ) a -f—  X c -4-  f — o 
binae  radices  fiunt  inter  fe  aequales,  ideoque 
Continetur  ergo  hic  cafus  in  praecedente  fumendo 
ibi  /— o.  Quare  hoc  modo  refoluentur  calus,  qui- 
bus bini  valores  ipfius  X vel  funt  inter  (e  aequales , 
■vel  differentiam  habent  per  exponentem  n diuifibi- 
lem.  Sicque  reperitur  intcgrale  completum  per  duas 
feries  afeendentes  v et  u expreflum  , quarum  illa  v 
per  lx  multiplicatur.  ^ 

Coroll.  x..  1- 

974.  Quando  ergo  in  aequatione  propofita 

eoefficientes  a , c et  / ita  funt  comparati , vt  ae- 
quationis X(X  — i )a-+-Xf-j— /rro  radices  fint  X“p. 
et  X — ja  — i»,  denotante  i numerum  integrum  .jck 
fitiuum  , integrale  completum  huiusmodi  habebit 
fbrmam  ytzu-V-av^-vlx.  ’ 

* ~ v Coroll.  2. 

975.  Hic  autem  binae  quantitates  v et  u ex 
his  aequationibus 

I.  xxka\bx")ddv4-x{e\ex'l)dxd^-\-{ 

II.  xx{a+bxn)d<iu-\~x  {c  + exn)  dxdu  -K / +gxr)udx''}  1 
+o.x(a+bxri)dxd<o  —{a+bx^vdx'  £•—  CP'» 

ita 
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ita  determinari  poterunt , vt  ponatur: 

urAt11  +Ca^-"  + D ^‘■+etc 

U— 2f  *M',+23  &**•+£&*** + £)  etc> 

Has  fcilicet  feries  fubftituendo  omnes  coefficientes  ex 
Tno  definire  licebit. 

Scholion. 

97 6.  Logarithmo  ergo  ipfius  x in  fubfidium 
vocato  his  cafibus , quos  commemorauimus , inte- 
grale completum  aequationis  propofitae  per  leries 
afeendentes  exhiberi  poteft  , dum  fine  hoc  artificio 
integrale  tantum  particulare  inuenitur.  Quando  enim 
aequatio  X(X  — i )a  -HXr-+-/—  o duas  radices  habet, 
quarum  differentia  per  exponentem  n.  efl  diuifibilis 
puta  A:rp.  et  Xcip.^-iH,  priore  methodo  fola  fe- 
ries, quae  incipit  a potellate  a*,  determinari  poteft; 
fi  enim  altera  a poteftate  jr**^'*  incipiens  pro  y aflu- 
meretur , coefiiciens  cuiusdam  termini  reperiretur 
infinitus  , \nde  fcquentes  omnes  forent  quoque  infi- 
niti , quod  incommodum  introducendo  logarithmus 
ipfius  x feliciter  tollitur.  Hunc  igitur  vfum  illius 
relolutionis  aliquot  exemplis  illuftrafle  iuuabit. 

• * ' • ^ 

Exemplum  i. 

977.  Aequationis  differentio  - differentiaTts  : 
xddy-Mxdy-i-gx^ydx^o 

integrale  completum  per  feries  afeendentes  exhibere. 

Vol.  II.  Gg  Hanc 
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Hanc  aequationem  ad  noftram  formam  reducendo 
habebimus: 


xxddy-\-xdxdy  +gxnydx'1  =o  , 

vbi  ergo  eft  azzi  ; b"o  ; e~i  ; e~ o et  /—  o. 
Hinc  X(X— i)-+-X— o feu  XX  = 0,  ita  vt  bini  va- 
lores  ipfius  X fint  aequales  et  — q.  Quare  pofito 
jz=.u  -\-olv-\-vIx  , refolui  oportet  has  aequationes: 

i I.  xxddv*+- xdxdv-\-gxnvdx*  — o et 
II.  x x ddu  4-  x d x du  4-g  x"  u dx'  — o 
4-  ixdxdv* 

Statuamus  ergo 


vr=  A4-  B**4-  C*,*4-  D.rrt  4-  etc.  et 
u— 5^4-25A•*4-(Ja:,*4-^.v,1,  4- etc. 
ac  prior  aequatio  praebet 
«(«- 1 i)Car”,+3«(3«-1)Da:rn+etc. 

4-»B  4-2«C  4-3«D 

4-Ag  -f-Bg  4-Cg 


■=» 

. ' 


vnde  fit 


Br^J 

n a 


. r — r B s • T)  — ~ c 

l ' Tn»  ’ ^ — T* 


n 


16  n n 


etc. 


Tum  vero  altera  aequatio  dat 

nn  25  *n4-4H«£*,n+9ffn!Dtf5*4-etc.v 
4-2Jg  4-2$g  " +£g  x=o 

4-27/B  +4«C  4-6nD  j 


▼nde 
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vnde  colligitur: 

33  — (£  — -=*-?  lC.  =_petc 

* h n 4 n n an'  < , : p » 21  3 n • 

Hic  autem  tuto  aflumerc  licet  2(  — o , quoniam 
termini  cx  5(  oriundi  , continentur  in  membro  av. 
Cum  igitur  fit 

Czz±^r  D— — : E — ^-.etc. 
erit  Tt  fequitur 

«1  — sAg  . — — »Ag g _ »A«  — ilAgg 

n*  1 «n*  t.mit1  ’ 

«Ag1  i_  »Ag»  — 

9JI7  *.J.i.t.y«7 

(P  ^ _—  »Ag*_  _ _ «Ag«^  . — io»Ag* 


,.,.1611» 


4*i«4*f«i6n* 


1. 1641^ 


ft  looAg»  1 «Ag«  »««Ag» 

0 j.j.y.n.j.it.U»' ' 1 J.i.i.f.|S.i5a‘‘  ' i.|H<5-i-H-i<-Uln 

ficque  obtinentur  fequentes  valores : • 

€=^'i  © = a£»  «=:sSS. 

; 0 «<• 

\bi  numeratores  2 , 6 , 22  , ico,  5+8  , 35^8  etc. 

finguli  ita  per  binos  praecedentes  definiuntur 

.6  — 3.2-1.  o;  22  — 5. 6-4.2;  100  — 7.  22-9.tr  ; 

54-8"9-t 00-16.22 5 3528ZI  1.5  +8-2 5. 100 etc. 
Confequcntcr  integrale  ita  exprimetur 
v — xn  — -”AsV  a-5" .v*"  -f> etc. 

J Tjf  mn*  1 l.i.iyn7  1.1.17.64H 

4-A(i  - * xn+  SL  ar1"--  -£i-4  — i^^-ete. )/* 

1 V nn  i.4n4  i.npn*  i.4»f.i6n* 


*-x"- 


etc. 


I.tj**  I.*.9n«'1  "C  I.Uj 

^bi  A et  a funt  biuae  conflantes  arbitrariae. 

Gg  2 


Exem- 
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Exemplum  2, 

978.  Aequationis  different  io  - different  ialis 
x(i— xx)ddy— (i-t-xx)dxdy-Hxydx*  — o 
integrate  completum  per  feries  afcendentes  affignare. 

Ad  formam  noftram  redu&a  eft 
xx(  1 —xx)ddy—x[  i~\-xx)dxdy-\-xxydx*—Q 

ita  vt  lit  n — 2 f *r=i  ; b~- r ; rar— i ; f:-x, 
y—  o et  g—  1 , vnde  aequationis  A(X  — i )—  X=o 
radices  fint  A=o  et  X— 2 , quarum  differentia  per 
n~  2 diuifa  dat  x.  Pofito  ergo  y—u-^-av-^-vlx  , 
ftatul  debet  * ” — 

. v — Ax’4-  B etc.  et  ' 

u — % -i-  35  Q;** etc. 

quae  feries,  ex.  fequentibus,  aequationibus,  determinari 
debent  r 

I*  xx[x-xx)ddv-x(i+xx)dxdv+xxvdx'z:o 
II.  xx(i-xx)ddu-x[i+xx)dxdu  + xxudx'j  • 
+ 2*( i-xx)dxdv— uvdx*  C-0'. 
Hinc  pro  prioris  determinatione  fit : 

2.  Axr4- 12  B.v4'q-3oCj;*'-I-56D4:'  1 

— 2 A -12B  — 30C  J 

~zA  - +B  — 6C  - 8Detc. ^ — o 

- 2A  - |B  — 6C  | 

+ A -i-  B + C ] 

ideoque 
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ideoque 

2.  + B=:i.3A;  4,tfC  = 3.5B;  6. 8 D:=5.7C  etc. 


feu 


B— — A ; Czr’-^4A;  D- 

2*4  ' 2.  4.  4«  0 9 


■ U *'  5‘  im  S m 7 
2«  4*  4*  6*  6 • | 


A etc. 


Ex  altera  vero  aequatione  reperitur : 

2 23  **  + 1 2 0 v*+  3 o © .r*  + 5 <J  (£  x' + etc/} 

— — ia(£  —30© 

-255  - 4<E  - 6©  -80 

— 2 23  — 40  — 6© 

+ 51+35+0+© 

+ 4"  A + 8 B -J-  1 2 C «t- 16  D 

— 4 A — 8 B — 1 2 C 

— 2 A — 2 B — 2 C — 2 D 

■vnde  fieri  oportet  r 

21  + zAzo;  2.*(£—  i.323+6B-pA-o  ; 4-6©— 3-50 
+ 1 oC- 8B=o  j <5. 8(£.->  .7^  t- 1 4D- 1 2 Cc:o  etc. 
feu  cum  fit 


Br‘+\ : C=^‘B:  D— ^ C etc. 

l»  ♦ ' 0 ' ■ 0 

erit  2(  — — 2 A tum  vero 
a.  40-i.3®-£f-A=of  0=^-35+^A 
+ «©-3.50-^Bro;  ©=^0  + ^B 
8^-5.7©-^Czo; 
8.iof-7.Pe-^oD=c;  f=^e+^D. 


Gg  3 


Dum 
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Dum  ergo  capiatur  31  = — 2 A,  littera  33  pro  lu- 
bitu  accipi  poteft ; nihilque  impedit  , q.110  rninus  ni- 
hilo aequalis  ftatuatur,  fiquidein  cenitans  0.  fupra  cft 
induda. 

Exemplum  3. 

979.  Aequationis  different  io  - different  ialis: 
xx(  1 +bxx)ddy+x(—  $ + exx'dxdy+(  5 +gxx)yd  x’rro 
integrale  completum  per  feries  afcendentes  exhibere. 

Qtrta  hic  eft  <7—1  $ cz=.—  5 et  /— 5 » ae* 
quatio  X(X  — 1)— 5X+ 5 no  feu  XX-<5Xq-5—  o 
radices  habet  Xm  et  Xrr5  , quarum  differentia  4 
per  b~i  diuidi  poteft.  Pofito  ergo  jzu+av+vlx 
ftatuatur 

czrAx‘4-  Bxf  -4',C.v*4-D.v”  -P-Ea"  ctc.  et 
fizz  2X-V  -+-  33-v’  -E  (£**+- ©a:7  -+-  etc. 

aequationes  refoluendac  erunt  ; 

I.  xx(i4i’Xvy^4A:(-5+f.ta:)^.v^'y-l-(5+gAx)c’</A:’r:o  et 
II.  xx(i  +bxx)ddu+x(—  5 -texx)dxdui-(5  -f  gxx)udx*y 

+ 2 x(  1 + bxx)dxdv-f  1 + bxx^dx^v  ro 
+{-5-1  exx)vdx J 

vbi  prior  ducit  ad : 

5.4A.r*+7.<5Bx'+9.  8 Ca*+  ii.  10 Darete.* 

5-  5 A -5.7B  — 59C  — j.iiD 
+ 5A  + 5B.4-5C+  5D  ! _ 

+ 5.4 A^  + 7 6\hb  + 9.  8C b 
+ 5 A^  + 7Bf+  9O 

+ Ag+  Bg  + C g S 

pofte- 
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pofterior  Tero  ad : 

+2.3^,+4-5€.v5-i-d.7©x'+8.9€je'  etc.‘ 
-5a.v-5.395  -5.5£  -5-7®  -5-9€ 

+5a  4-  595  4-  4-  5©  4-  5® 

4-2.3956  4-4-5S6  4<J-7 ©6 
4-  %e+  395^  4-  5&  4-  75> 

4-  %-+-  95»  4-  2g  4-  &g  — o 

+2.5A  4-2.7B  4-2. s>C 

— 6A  — 6B  - 6C 

4-2. 5A b 4-2. 7B6 
- Ab  — B b 

4-  Ae  4-  Be  ( 

Inde  fit  fc u 

i2B4-A(2o^4-5f4-g)=o  2.  5B+A(4.5^4-5^4-g)=o 

3 2C4- B(42^4*7^4g)=o  4-  8C4-B  (<f.76+7*4-g)=o 

tfoD4-C(72^4-9f4g)-o  tf.ioD4-C($.96-i-9<?4-g)ro 

etc.  ctc. 

Hinc  autem 

-4954-a(^4-g)=s 
o€4-95(2.3i4-2f4g)4-  4A— o 
2 .62)4- <£( 4 • 5 b+  5 *4g)4-  8B4A(  96+*)=o 
4.8€4-©(<y.7*4-7^  U)4-i  aC4“B(i  3^4-e)=o 
etc. 

Ex 
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Ex  prioribus  formulis  litterae  B,  C,  D etc.  per  A 
determinantur  , ex  pollcriorum  vero  fecunda  fit 

33— — ex  prima  autem  51=,-^-  , tum 

vero  (£  pro  1 ubi  tu  affiimi  poteft  , mdeque  reliqui 
coefficientes  ©,  €,  % etc.  definiuntur. 

Scholion. 

980.  Exemplum  hoc  occafionem  nrlfs  fup- 
peditat  phaenomena  quaedam  fingularia  obleruandi. 
Scilicet  etiamfi  integrale  completum  ingenere  Ix 
inuoluat  , tamen  id  a lo  .arithmo  liberum  prodit 
certis  cafibus.  Primo  nempe  fi  fit  g—-e  fit  33  = o 
manente  indefinito , tum  vero  ££23  — o capi 
oportet  A— o , Q~o  etc.  idcoque  v~o.  Porro 
vero  erit 

2.  + S 

4.  8 (£  -Jr6^{^b-\-e)  — o 
6. 10  ^-f-8  0 [9b~\~e )— o 
etc. 

vbi  (£  altera  eft  conflans  arbitraria , eritque  aequa- 
tionis 

xx(  1 -\bxx)ddy+x{-  5 + exx)dxdy  f ( 5 -exx)ydx'—o 

integrale  completum : 

y = x -+-  (£  x*  -+-  © -d-  (£  **-+-  ^ x" ' etc. 

quod  adeo  finite  exprimitur  fi  i+$)b,  pro  i 

tumendo  numeios  o , 1 , 2 , 3 , 4 etc. 

Secundo 
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Secundo  fi  fit 

2-3£-f-3*-fc*g:zE0  feu  g~  — 6b~$e 

^ 25— — J2l(3  6-W)>  tum  vero  A~o,B=o, 
C— o etc.  ergo  v—o.  Porro  veroreperitur 

S)=-;£t7*-K);  €=-i©^+<)i  fc-^ui+jete 
hineque 

vbi  9f  et  £ arbitrio  noftro  reliquuatur. 

Tertio  fi  fit 

4-  5 £-4-  Se-i-g  — O feu  g~-  iob~~$t , 

primo  fit  Bno  , Cpo*  Dzo  etc.  ideoque  v; Ajr't 
tum  vero 

^r-2((5H^);  M8(mH2*)+4A=o  feu  fQ  = -±A. 

t o -*-# 

hineque  A=i«(s^-4r^)(7^4-r)  porro  4 

...  A(  pb-\-e)— o 

. +.  8<£ -h  2 £)(i'i£ -*-*)— o 

6.  ioJ  H-2(£(i3*4-f)— O. 

- etc. 

Per  9f  ergo  definiuntur  coefficicntes  <5,  A,  ©,  <£, 

. 5 etc.  ac  £ quoque’  arbitrio  rioftro  relinquitur,  vnde 
integrale  completum  hoc  cafu  erit 

y—  Aar'/x-f-€a:*  + 2fA*-f-S3^'-4-*-+-S5 *'+ etc. 

i quae  expreflio  fit  finita  quoties \ii-±-$)b-\-c  — 0. 

, VeJ.  II.  H h . Exem- 


Exemplum  4.  • 

981  .Si  in  priori  exemplo  fit  c—  — 7b  et 
gm  1 5 b y.  aequationis 

t 9 - . . . f 1 

xx(  1 +bxx)ddy-x(  5 -b7bxx)dxdy+5  ( i+3bxx)ydx’z=o 
integrale  completum  algebraice  exhibere. 

Erit  ergo  23~H-a2(£,  Aro,  ®=o,®:o 
ideoqfle  .Vf=0  ct  «— 2U--h-  s 51  £>  a**  — l—  CE  a:*  , vnde 
pro  2f  et  (E  fumcndo  conflantes  quascunque, erit  in- 
tegrale completum  : 

j-— 2f*(  1 -+-ubxx)-+-<Zxt. 

Integralia  ergo  particularia  erunt : 
yz=.a.x[i-\-zbxx)  \ j — olx* j j—a.x(i-\-bxx)*t 

C o r o 1 1.  1. 

982.  Pofito  y—efzdx  vt  fit  z—yjL.  aequa- 
tionis huius  differeritialis  primi  gradus : 

xx(  1 + bxx)dz  + xx(  1 + bxx)zzdx-x{  $ +^bxx)zdx 

’\-5li-±-$bxx)dx—o 
integrale  completum  eft  * = 

C o r o 1 1.  2. 

983.  Aequatio  autem  differendo  - differentiai is 
integrabilis  redditur,  fi  diuidatur  per  xx[i  + bxx)%t 
eritque  integrale 

fcu  i) — -i-bxx) 

■ quae 
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quae  per  „v*  diuifa 
Z.—  -c  . 

X‘  4 X* 


integrale  praebet 
-,-V-t-Dfeu 


y~— *Cx(  i -+-  2 h'r)  + Dr‘ , 


vt;  ante. 


Scholion. 


98+.  Deficit  autem  adhuc  integratio  completa 
roftrae  aequationis  generalis  per  feries  aicendentes  , 
cafu  quo  a— o,  ideoque  Xc -t-/=ro  , vnde  vnicus 
pro  exponente  X valor  definitur  "K——  qui  tantum 
integrale  particulare  fuppeditat , atque  hoc  etiam 
tollitur,  fi  fuerit  c~o.  Quia  autem  his  cafibus  a 
eft  — o , coefficiens  b certo  adfit  necefle  eft , ex  quo 
integrale  completum  per  feries  defcendentes  exhiberi 
poterit,  cum  aequatio  X(X—  1 — o duas 

femp.r  contineat  radices  , ex  quibus  duplex  . feries 
obtinetur.  Simile  autem  hic  incommodum  vfu  ve- 
nire poteft  , quando  binae  radices  ipfius  X vel  pro- 
deunt aequales , vel  differentiam  habent  per  expo- 
nentem n diuifibilem.  Verum  huic  incommodo  fe- 
riem  per  lx  multiplicatam  introducendo  fimili  me- 
thodo medela  affertur  , qua  in  hoc  problemate  fu- 
mus vfi  , ac  fuperfluum  foret  iftam  euolutionem  hic 
repetere.  Qiiodfi  autem  binae  radices  ipfius  X tam 
pro  feriebus  afeendentibus  quam  defcqndentibus  fiant 
imaginariae,  offendendum  reftat,  quomodo  integrale 
completum  per  feries  infinitas  exprimi  oporteat. 


Hh  a Problc* 
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Problema  124. 

935.  PropoGta  aequatione  differentio  - dift- 
rentiali 

fi  eueniat  « aequatio 

X(X—  o ' 

radices  habeat  imaginarias,  eius  integrate  completuna 
per  feries  afcendentes  exhibere. 

So  1 ut  io. 

Ex  fu  pra  allatis  (971)  colligitur  hoc  cafiii 
flatui  debere 

j-=<i7fin.[JL/a:  + «eof.pi./a: 
tnde  fit 

^-=(^-^)fin.fJt/r4-(^-l-</«)cof.jJL7r  et 

iijzz(ddv- H“  «f*  - Bgi  Jfin.lt/4r- 

+(«o -t-  - «5t*-)cofc|ite 

qua  fe&a  fubftitutione , fi  terminos  tam  fin.  jx/j/ 
quam  cof  [ jl/x  af&dtos  feorfim  ad  nihilum-  rediga- 
mus , obtinebimus  duas  fequentes  aequationes : 

L XX{ a+bx^ddv+x^c  + ex^dxdv+lf+g^vdx*  1 
—i)kx{a+bxn)dxdu  —^{a+b^vdx  \ 

4-  p.  ( a + bx*)udx*  | ^ 
~-p.(c+exn)udx"} 
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U.xxia+b^duJr-xi c+ex')dxd g **) ttdx'~.  - 
• • •:  ....  -\-iV-xla-\-bxn)dxdv-\k\L(a\bx')udx' 

. -p-\*-\bxn)vdx' 

Jt-}x(c+ex')vdx' 

Iam  pro  v er .«  aflumamus  has  feries  afcendentes 


J ::  % 


«==  A jf.-f-B  **'+■-+• 

u— SIj^-4-  5&iX4‘*4-€jcx-+-,*-4-  JDA,v>*M-etc. 
iisque  fubfiitutis  prior  aequabo  abit  in_hapqr 


X(A- 1 JAaa^-K*.  f «}(X+«-  r )B<wX4J4-{X+  2 »)(X+  ztt-x)Ccu*+** 


-t-X(X-i)A*. 

+ (X+«)(X+*-x)B* 

■irX  Ac . 

-f-(X+»)Bc, 

+ (X  + 2 w)Cf 

- 

H-XAc 

+ (X+«)B<r 

-+■  A/ 

+ B/ 

+C/ 

+ Ag 

+B$ 

— 2 jxX&a 

— 2 p.X36 

— 2jx(X+»)®6  : 

— (JLJJL  Ap 

— fJLplBtf  . 

— jxjxCa 

— |X  (JL  A b 

-jifxB*. 

. +p-€a 

+ p.3(i 

4^58* 

— jxfftf 

Hh 

3 Hinc 
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Hinc  altera  aequatio  facile  formatur  permutandis 
litteris  latinis  et  germanicis  atque  infuper  fignum 
numeri  jx  mutando. 

Vtrinque  ergo  poteftas  prima  x*  exigit  has  ae- 
quationes : 

A(X(X-i  )a-j-X<:4-/-ixp.a)-|j.?((2Xa-fl  + f)=o 
21  (X(X- 1 )a 4-Xc -\-f- jx fxa)  + jx A( iha-a-\ e )=° 
vnde  necefle  eft  vt  fit 
tam  aXa  — a-\-czzo 
‘■quam  X(X  — i )«-+-Xf-t-/—  fxfx£~0. 

Inde  fit  XcrJ  — 75,  qui  valor  hic  fubftitutus  dat 

-o(i- >.)  +S-S  +/=(l I1 8 r.  +•/  feu 

(tjueiifcrlistf  ideoquc  p.-VL.f-i-MU  « X=M 

Vnde  patet  hanc  folutionem  locum  habere  fi  4 af^>[a-c) , 
quo  ipfo  calu  praecedens  lolutio  fiebat  imaginaria. 
Hic  autem  quantitates  A et  St  arbitrio  noftro  re- 
linquuntur. 

Terminus  vero  xx'+'n  vtrinque  pofiulat  has  ae- 
quationes : 

— {xS3(2(X+«)a—  a-\-c)— fx9((2X&— < b+e)—< o et 

S3((X-i  »)'X+« - 1 )fl + (X+«)<^ (x  jxa )-i  51^ X; X- 1 )i> + >^  +g  - P-{^) 

4-jxB(2(X-+-n)a— o-l-r)+fxA(2X^— b-^-e)z=o. 

...  ‘ Sit 
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Sit  hreuitatis  gratia 

( X + n ) ( K -+-  n - 1 ) a 4-  ( X -4-  n ) c p.  p.  a rr  a 

X(X—  1 jb+Xe-t-g— — (3  j 
z[\-\-n)a— a-\-c—ina— y ; 
i\b—  b + e~8 

vt  habeamus: 

Ba-t-A(3— — jx2((5'— o et 
23«-i-2(p+p-B'y4-p.A£:r:o 
vnde  colligitur : ’ 

■n — Af  aP-t-ix^y?  )-+-n l(«ct  — P~VT  Cf  - - 

" — an  + H(t>> 

ea  — — «(ap-HUM^S  ) — M(*J  — 07) 

**  V ’ . . ■*..  , 

i • f • 

At  Tero  ex  valoribus  aflumtis  eft 
«=«»<?;  -b-£-hg  i y-ina; 

Tnde  ex  aflumtis  A et  $1  definiuntur  B et  35  hinc- 
que  porro  C , £ , D , S)  <-tc. 


.Exemplum  i- 


$85.  Sit  erra  et  f — a » Qt  firt  1 » & 
imeftlgetur  integrale  buius  aequationis 

xx(a-t-  bxa)ddy  x(a  -+■  exn)dxdy-i-(a-l-  gxn)y  dx’r:o. 

Hic 
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Hi.c  ergo  erit  X— o et  jx—  i mde  pofito 
y5=«Gn.;/*4-itcdf  /x , ac  pro  c et  h furatis  feriebus 

v :=  A -+-  B a*  -f-  C x**  -+-  Da  *' -4-  etc. 

* ==  % 4-  25  x"— f~  Qrx'B-f-  S>  xrM-,etc. 

coefficientes  A et  pro  lubitir  accipi  poflunt.  Ex 
iis  primo  ob  a~ nna  ; (3  —g  — b{  y — 2 na  et 
,$—e—b  , erit  x 

g — -A(«»qtn-M-+-«n«f*-M'^-*  ( n n «(  t—  bj  - t«a(g  — S )) 

fen  -R — — »~J  )•*-»(<(>  — S)-»tr— M) 

* " — * « f*  » -*-  « J 

«t  t(  1 (n—b)  -4-1  < e — b ))—  \(n1f-b)-t(g-b)) 

*■'  — * a ( n n -t-  . j • 

Pro  fequentibus  coefficientibus  habebimus: 

i ■ — <£[4na-a-+*)-',&[inb-b-\-e)~o 
f®u  1 ]6+»e^)-4*©i-23(f  2 »- 1 ) b+ifco 

et  4W»€tf+5S((«a-«- 1 )b+nt-)  g)+ +*Gx+B((  2»- 1 

quarum  illa  per  » multiplicata  huic  addatur  , 1 :xt 
prodeat 

4»(»a+I)Cfl+B((n,— nn+n-i)b  + (nn+ 1 )e-\-ng) 

'■  i ' - )6-Hg)  = o 

hinc 

4»(na-Hi]  * 

I.  f 

' Porro 
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Porro  erit 

S>nnDa+C[(4-tw~in-i)b-\-zne+g)-6n^a-  (l[Un-i)b+e)zo 
9wiQa+d{(4m-2n-i)b+2ne+g)+6nDa+C((4-n-i')b-\-e)-o 

quarum  illa  per  3»,  haec  vero  per  2 multiplicata 
iundtim  dant : 

e • t , 

3»(9««+4.)Dfl4  C[{i2n,-6tm)r$n-2)b-\-2[$nn\  i)<?f3«g) 

-}-(£((— 4»«  - n-2)b~\-ne-\-2g)"o 

Tnde  fequitur 

C((nn»— >4i»»+ll+i)S-«*— »S> 

C(  r in*-<5*n-i-  sn— J nn-M  y-M  ngJ-CtUnB-t-n+jJi-w— »g) 

» , 

In  genere  autem  ex  coefficientibus  quibuscunque  M 
et  2)1  fcquentes  N eft  2?  definiuntur  per  has  for- 
mulas : 

/X«>«++)N<r+M((i(/- 1 )V-/(i- 1 )»«+(  3 /-4)»-  *)b-\-i[i- 1 )/me-\-ie+ing 

-SW/  2(1- 1 )m+(i-  2 )n+2)b-(i-  2 )nt-  2g)—o 
I«(;7m +4)2?rf+2fl((i(i- 1 )V-$-i  )nn+(y-^)n-  a)4 + i(i- 1 )nne+  2e+ing 
•+-M((a(i-J  )nn-\-{i-2)n-)r2)b--{i-2)nt-2g)—Q' 

Coroll.  1. 

987.  Si  quantitates  b , e , g ita  fint  compa- 
ratae , vt  binae  litterae  fibi  refpondentes  N et  2? 
euanefeant , fequentes  omnes  euanefeent , et  integrale 
Vol.  II.  Ii  com- 
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completum  forma  finita  exprimetur.  Ita  vt  B et  33 
euancfcant , fieri  debet 

a{g-b)~n[c-b)  et  n{g-b)—-i{e-b)  ; 

▼nde  fit  g—e—b  et  ipfa  aequatio  propofita  fado* 
rem  habebit  a+btf1. 

CoroIJ.  2. 

988.  In-  genere  autem  integrale  finite  expri- 
metur, fi  denotante  i numerum  integrum  quemcun- 
que pofitiuum  fit 

tum  vero 

*=-(*(*- O»-1)» 

▼nde  fit  • • * 

Exemplum  2. 

9S9.  Sumio  n^x  fi  fit  e— — b et  gr=  2 b , 

huius  aequationis  : 

xx(a-f-bx)ddy-|-x(a— bxjdxdy-l-fa-i-zbxjydx^o 
integrale  completum  ajjignare. 

Ex  formulis  modo  inuenti*.  colligimus: 

•R  — (e^-b—sg) , Ai—  « Si  Ft 

sa  — sa  — 

tum  vero 

- c=^Siw.>,-t SfiS=«<;=0  « €=a. 

. 1 ' ••  Quo- 
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Quocirca  habebimus : 

ti-A+ a ~il±*x  et  » — qr  + f » *-»-*A)sr 
hincque  integrale  completum  elicitur : 
rrAfia/A.-+»c0r/a-q-^((3A-4^nn./^(3S(4-4A}cof/4 

C o r o 1 1.  i. 

990.  Sumto  8f~o  habebitur  integrale  parti- 
culare 

y - A ( fin./x-f-  fin.  Ix  'Jf  Cof  Ix ) 

fin  autem  fit  Arro  aliud  habebitur: 

• ^(cpr./ar-*- -^-fin,/j;-f-  yfcoCix). 

. 1- 

C o r o 1 1.  2. 

991-  PoGto  j=:eItd*  aequatio  nofira  reduci- 
tur ad  hanc 

x x ( a -f-  b x ) d s -f- x X ( a -f- b x ) s s d x -f-  x { a — b x ) t dJc 

2 bx)dx^zo 

cuius  integrale  habetur  inde  definiendum., 

quae  aequatio  in  plures  alias  formas  transfundi  poteft. 

• s 

Scholion. 

992-  Simili  modo  integratio  per  feries  defeen- 
dentes  inftituitur,  fi  exponentes  fingulorum  termino- 
rtm>  prodeant  imaginarii,-  quod  feorfim  expofuifle  ne 

lia  opus 


. *5* 
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opus  quidem  erit.  Atque  haec  fulficlunt , vt  patrat, 
quibusnam  cautelis  in  rclolutionc  aequationum  ptr 
feries  infinitas  fit  vtendum.  Summus  autem  vius 
illarum  euolutionum  in  hoc  confillit , vt  aequatio- 
nes dilfercntio  - ditferentiales  exhiberi  queant,  qua- 
rum faltcm  integrale  particulare  algebraxum  aflignarc 
liceat,  quos  callis  fupra  §.  969.  indicauimus.  Simi- 
lis porro  integratio  per  feries  infinitas  pari  modo 
extendi  poteft  ad  huiusmodi  aequationes : 

,v.v(a  ■+•  bx"-+-  $x'n)  d dy-\-  x(c  -t-  e xn-\-  txn)d  x dy 
-+•  (f~^-gxn-hy  x'n)ydx*—.  o 
tum  autem  feriei  quaefitae  quilibet  terminus  per  duos 
praecedentes  determinatur  , ita  vt  fi  bini  contigui 
euaneicant  fequentes  omnes  in  nihilum  fint  abituri. 
Quodfi  autem  terminus  ab  y vacuus  affuerit  , relb- 
lutio  in  feries  fit  facilior  cui  propterea  non  immo- 
randum cenfco.  Veluti  fi  proponatur  haec  aequatio: 
xxddy  — xdxdy  -\-ax*ydx'—b xm  dx ' 

feries  a poteflate  a™  efl  inchoanda  , ponendo 
t y A xm  B xm~hn  -h  C a-’71"*'1 a -+-  D xm~*~,n  -j-  etc. 

vnde  fit 

m(m—  1 ) Aa™  4 -[m+n\m+n  - iJBa^-Hw-M  «)(«+  2«—  1 JGf^+^etc. 
—mX  —(m+n)  B — («4-n)C 

— 6 4-  A <*  4-  B a 

hineque 

A ^ . *R  — A J . p - ~ cf  e 

m(m — 1)  » Cm-HiKm-t-Ji — >)  * — 1}  ’ 

vbi 
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vbi  quidem  multa  obfcruanda  occurrunt  , quae  per 
praecepta  fiipra  data  expedire  licet.  Imprimis  au- 
tem in  hoc  negotio  iuuat  aequationem  propofitam 
ope  fubftitutionis  in  altas  transformafle , quarum  re- 
folutio  per  feries  fiat  fimplicior  , quod  cum  pluribus 
modis  fieri  pofiit , hoc  argumentum  fequenti  capite 
diligentius  pcrtradlarc  vifum  e fi  , ideoque  pro  for- 
ma aequationum 

ddy  -\-Mdxdy  Ny dx'  o 

quandoquidem  pro  aliis  formis  huiusmodi  transfor* 
matio  raro  locum  inuenit. 


I i 3 CAPVT  IX. 
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D E 


TRANSFORMATIONE  AEQVA- 

TIONVM  D1FFERENTIO  - DIFFER  E N- 
TIAL1VM 

Lddy-{-M.iixdj-+-Nydx,—o. 


Problema  125. 


99  3. 

quationcm  differentio  - differentialem 
L ddy  -4-  M dx  dy  -+•  N y d x ~ o 


in  qua  L,  M,N  funt  fun&ioacs.  quaecunqneipfius x 
fumto  elemento  dx  conflante,  ope  fubftitutionisj:z^pix2 
in  aliam  formam  transmutare. 


Solutio. 

Cum  hinc  fit  ^ P d x -+-  ^ , erit  diffe- 

rentiando 

i£Z  - % —dxdP-h  - — ergo 

y y2  Z Z Z w 

ddy-djL*,  irjx±z  dxd?  + p ?dx\ 

y a 1 z 1 

. . Quare 
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Quare  cum  aequatio  noftra  (It 
erit  fafta  fubftitutionc 

z ' z ■ 

-4-  -f-MP^H-N  </*’— a 

feu  per  z multiplicando 

Lddz+(  2 tP+M)dxdz+zdx(LdP-{~LVPdx-h MPdx+Ndx]=o 

vbi  pro  P fun&ionem  quamcunque  ipfius  x accipere 
licet,  vnde  innumerabiles'  aequationes  inter  bina9  va- 
riabiles x et  z obtinentur. 

Goroll.  t. 

994-  Qiiodfi  ergo  hanc  aequationem  transfor- 
matam iutegrare  vel  per  feriem  refoluere  liceat , ex 
inuento  valore  ipfius  z habebitur  y—etrdxz. 

Coroll.  2. 

995*  Aequatio  transformata  fimiiia  eft  propo- 
li tae  , proptcrea  quod  in  ea  variabilis  z cum  fuis 
diflerentialibus  dz  ct  ddz  vbique  vnicam  dimenfio- 
nem  occupat perinde  ac  y in  aequatione  propofita. 

CorolL  3*  ' 

».  • 

99<f.  Si  cueniat , vt  ambae  acquationer  propo- 
fita ac  transformata  aeque  commode  per  feriet,  re- 

folui 
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folui  poflint , hoc  modo  plures  refolutiones  eius- 
dem aequationis  exhiberi  poffunt. 

Scholion  i. 

997.  Cum  aequationes  commode  per  feries 
refolubiles  in  hac  forma  contineantur  : 

xx(a+bxH)ddj+x{c+exn)dxdj'+(.f+gxn)  ydx*-0 

\bi  eft 

'L—xx(a-\-bx*)  i M-x(c-\-exn)i  N~f+gx' 

vt  transformata  fimilem  obtineat  formam  , fieri 

. ut-f-var* 

oportet  LP=*(p.-Wa:B);  ideoque 

Hinc  erit 

3ri  — — \y.a-\k{n-\-\)bxn-\-v(n- \)axn— y&a:lB 
- xrla+h')'  dX 

ideoque 

L <fP+L  P Vdx-\-  M Ydx— 

— p.  a -(«4- 1 )fx£>ar"4-(«~  i)vaxn  — vbx111 

+ jji(x+2{jL^a;n  +vvx" 

• +K-  c a-"  4 - vex" 

o — p-  b x * 

\bi  diuifio  per  a~\~bxn  fuccedere  debet.  Statuatur 
quotus  — \xb-\~vkxn  fictque 

\x~a—f-\-ab  j v=zb-e-\-bk 

ac 


Digitized  by  Google 


C A P V T IX.  ’ ' 

ac  praeterea 

2 jav-(w-1-i  )iLb-\-[n-i')va-\-\y.e-Jrvc  — \i.bh  + vak 

• *•  - • « • * 

vbi  priores  valores  fubftituti  praebent : 

(b— k-\-n)(bc— ae)zznab{Jb~ k)  feu  ~\-ab[b-k)' 
vnde  fit  vel 

h - k -c ~i,a  f vc^  b-k~-~n. 

Litterarum  ergd  h et  Jfc  altera  arbitrio  noflro  relin- 
quitur fitque  aequatio  transformata 

xx{a-\-bx,l)ddz  -h  x (2  julh-<--H(  2 v-\-e )x*)dxdz 
+ (/+^^+(^-1-^)/  zdx2  ~o. 
Huius  autem  refolutio  tam  per  feries  afeendentes  , 
quam  defeendentes  fi  miles  ipfius  x poftulat  poteiU- 
tes:  Subftitutio  autem  ipfa  fit 

a—  e ■ b c — a e ( b — fe  ) 

y~x  8 {a+bx')  aa6  * a 

ybi  ne  fola  potcftas  ipfius  x ingrediatur  fumi  debet 
b—k-zz  — n.  Nihil  intereft  quomodo  hic  b acci  pia-  1 

tur  , fumto  ergo  b— o , fit  k — n,  et  (ubllitutio 

\ » 

a — e b c — at  ■ j 

y—x  8 ( a+bx' ) ,,a0  z 

quae  ducit  ad  hanc  aequationem 

xx[a+bx1')ddz+x(2a- c+[  z(n+  1 )b -e)xn)dxdz  - 
-+-{J+<nl*+i)b-ne-irg)xn)zdxi=zo. 

’ » * * * 

Vol  U.  Kk  Scho- 
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aj8 

ScHolion  2. 

998.  Supra  §.  970.  vidimus  aequationem  pro- 
pofitam  inter  x et  y algebraicum  admittere  integrale, 
fi  fuerit 

e e Vf  f « — e)»  — «a/>  V ( C & — » )*  — bg.  >—  j ff. 

t a r5  * * ^ 

quae  fi  transformata  fimili  modo  traftetur , integrale 
algebraicum  afiignari  poterit  , fi  fuerit 

e_  1 r yffa  — c)*  — 4 a/  ) V (b — «)*  — *iS  >-  «y  — jff 

to *» 

quibus  conditionibus  coniun&is  concludere  licet , in- 
tegrale algebraicum  fatis  facere  , dummodo  haec  for- 
mula 

be  — ae  Vff  a — VffS  — *)*  — »Je) 

— — ~ ■■■  ■-  ■ • • _ “ • • ' 1 ~ * “ 

a a 0 a a i£> 

diuifibilis  extiterit  per  exponentem  »,  hic  fignum  .. 

ad  ambiguitatem  pofitiui  ac  negatiui  defignaudam 

adhibui.  Quare  fi  ponamus 

r_(a~e)*  — bb  „„  „_<6— O*  — H 
J "o et  6—-  Ts » 

integrabilitas  locum  habet , quoties  haec  exprefiio 

ie-°'±bbb±ak  fuerit  numerus  integer,  fiue  ppfitiuus 

fiue  negati uus. 

Exemplum. 

999.  Propo/ita  aequatione 

xx(i-xx)ddy-t-x(  1 -J-2mxx)dxdy-nnfm-4-i)xxydx* sz  o 

inuenire  cafat  , quibus  integrale  algebraicum  faltem 
farticulare  ajjignari  potefi . 

Hjc 
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Hic  eft  azz i , b: r-i,  f ~ i , 2«, 

/=°  > g— —/»( «r-f- 1 ) et  n~2.  Hidc  deducimus 

/&r=V((a-r)*— 4o/)=ro  , et 

» 

hoc  eft  trr-f-t.  Formula  erga  numero  integra 
aequalis  eft  — ^ ' , vnde  geminos  pro  m cafus 
nancifcimur : 

vel  2 «-4-2  — 4-41*  vel  2 /»=:•+- 4/,  hoc  eft 
K vel  m ■=.  4;  2 i — 1 vel  «=: 4-  * f 

dummodo  ergo  m fit  numerus  integer  fiue  pofitiuus 
fiue  negatiuus  integrale  particulare  algebracum  ex- 
hiberi poteft.  Subftitntio  autem  aequationem  trans- 
formatam praebens  eft 

~LL-,rm  4. 1 « w -4-  « 

>— (1-**)  “•  z — (i -xx)  • z 

ipla  vero  aequatio  transformata: 
xx(t-xx)ddz  -t-  x ( 1 -2(/»4-3)**  )dxdz 
— (w-f-  2)(«+  3 )**  2 

quam  ex  illa  oriri  manifcftirm  eft,  fi  loco  m fcriba- 
tur  -OT-3.  Ipfa  autem  haec  integralia  reperiuntur, 
ob  XX  — o ponendo 

y zz  A -f-  BV  4*  C x* 4-  D x * 4-  E x * 4-  etc. 

K k a vnde 


> 
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vnde  fit  ' 

sBArarq-iaOe*  4-3°D**  4-5<SE.v*etc. 

— 2 B — 1 2 C — 30D 

4-  2 B 4"  4 C 4 6 B "4~  8 fi» 

4-  4otB  4-  SmC  +ia»D 

-iw(«4-«)A- m >n+ 1 )B— w(m4-i  )C— »(«4* 1 )D 


o 


Ergo  determinaro  coefftcentium  ita  fe  habet : 

.(m— .Vm— «ip  . Q — fm — — O C etC. 

' 4 ^ * 6 


Ac  fi  ponatur 

z—% 4-  95.v*-4-€ar4-4-(DJf#-f-€ar*etc.  erit 

fQ (ai^-»X«n-n)q^  . ^r_  . (Q  _ 

Problema  126 - 

1000.  Aequationem  differentio  - diflerentialem 
L ddy  -4-  M dx  dy  -i-  dx'  z=.  o 

ope  fubftitutionis  ^ ia  aliam  eiusdem  for- 

mae transmutare. 

S o I u t io. 

r \ Hic  fcilicet  quacritnr  , qualem  fun&'onem 
ipfius  x pro  P accipi  oporteat,  vt  fadta  fublbtutione 
^variabilis  z cum  fuis  differentialibus  dz  et  ddz  vbi- 
que  micam  dimenfionem  obtineat.  Cum  igitur  fit 
il  — L?  i.*l  erit  difFerentiando : 

y li  Z 

ddy  dy * — — ? z dx*  ddz  i z dx*  dt  _i  p^^.*  gf 

y yi  dz * dz 

ddy Tzdx  *ddz,  z d x*  d P . ni‘  ■ Vtzzdx * 

-j2 3V * az 

- quious 
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quibus  valoribus  fubftitutis  fit 

r -t,rzdx»dlz  i Lzdx*j1P  T P ^ I &'P  P z x d x* 
d «T— — “ 43  “ ^ 1 “ dz3 * 

-i-  *£*£**  H-NrfA-^o. 
Sumamus  ergo  LP-4-N— o feu  et  mul- 
tiplicando per  , nancifcemur : 

Lddz  — — p5 — LP«rfjc1~M</;n/z  — o feu 
Lrfi/z-Mrf.iVz- “M*  -MLrfz+Nzrf**  =o. 

Aequatio  ergo  propofita  ope  fubftitutionis  dy — ***** 
transformatur  in  hanc  t 9 *** 

LMx  + (*l  -M-  ^)*r/«+N*rfjrr=:o. 

Quodfi  ergo  hinc  valor  ipfiuS  g erui  pofiit . habe- 
bitur etiam  \»lor  ipfius  y per  * expreffus. 


Coro  II. 


i* 


iooi.  Si  in  hac  aequatione  transformati  *£- 
c.ffim  ponatur  $==£££  > ipfa  aequatio  propofiti 
exoritur , vnde  hae  duae  aequationes  ita  inter  fe 
cohaerent , vt  altera  ex  altera  per  fimilem  fubftitu- 
tionem  producatur. 


C o r o 1 L 2. 


1002.  Si 


, • “•  ae<luatlone  transformata  fecun- 

dum fubftitutionem  priorem  ponatur  ^~Odx-\-^ 

Kl  * ^ ‘ ■»  r 

* 3 obti- 


a 6t 
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obtinebitur  haec  noua  transformata  s 
L^»+(  > LQ4-  Ji  -M  - Wi)  ixiv 
• “^ + NZjt)  ; » 

quae  ergo  ex  ipfa  propofita  deducitur  ponende 

dy  — — Nt<lx* 

> L ( d i»  ■+-  Q.V  d 

Scholion  i» 

1003.  Hinc  combinando  ambas  fubfti turiones  , 
quibus  in  binis  praecedentibu»  problematibus  fumus 
vfi , fubftitutionem  huiusmodi  generalem  adipikimur: 

d y Pdg-4-Q.zd-x  J 

quae  fi  in  aequatione  propofita 

L ddy  4-  M dx  dy  -+-  N/  dx*  — o 

fiibftituatur , fundiones-  P,  Q,,  R»  S ita  definiri 
debent , vt  in  aequatione  rcfultante  variabilis  z cum 
fuis  diflerentialibus  nusquam  plus  vna  dimenfione 
teneat.  Oriuntur  autem  termini  quadrato  dz  a£> 
fidi  , ad  quos  deftrucndos  fieri  oportet : 

L</.v(PP+  QR-PS)+I/R4P-P<ffiJ+  MPfUr+NRR4*  ro 

M 8 4*~  Hdx  l L 

tum  vero  peruenjtujr  ad  hanc  aequationem ; 

L^s(PS - QR)±Ldz  RdQ-Qffi+SdP-VdS]^Lzdx(SdQ-Q&-}-QQ!x] 

Verum 
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i<3. 

Veram  facilius  ad  hanc  aequationem  generalem  per- 
venitur , fi  ambae  fubflitutiones  altcrnatim  in  vlum 
vocentur. 

Scholion  2, 

XOO+.  Transformatio  autem  hic  expofita  ea 
magis  eli  notatu  digna  , quod  etiamfi  aequatio  trans- 
formata refolutionem  admittat,  inde  tamen  non  nifi 
difficulter  ipfa  propofita  reloluatur.  Cum  enim  re- 
perta fuerit  fumflio  ipfius  x , quae  loco  ss  fnbftituta 
aequationi  transformatae  fatisfaciat , pro  valore  ip- 
fius v inueniendo  , infuper  integrale  huius  aequationis 
inuefiigari  oportet , vbi  etfi  variabiles  x 
et  y a fe  inuicem  funt  feparatae  , tamen  difficulta- 
tes infignes  in  ipfa  integratione  fe  exerere  poffunt. 
Fieri  ergo  poterit,  vt  ope  hoius  fubftitutionis , eius- 
znodi  aequationum  integralia  exhiberi  queant , quae 
dire&a  via  vix  inueftigare  licear.  Scilicet  fi  eueniar,  i 
vt  integrale  aequationis  transformatae  vel  ope  me- 
thodi cuiusdam  fupra  expolitae  inueniri  , vel  per 
feriem  abruptam  exprimi  poffit  , tum  etiam  ipfius 
aequationis  propofitae  integrale  habebitur.  Etll  enim 
cafu  pofteriori  integrale  tantum  particulare  innote- 
ftit , tamen  ex  eo  femper  in  hoc  aequationum  ge- 
mere integrale  completura  elici  poceft.  Namque  fi 
aequationi 

L ddj-^r  M dxd/-h 

par- 
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particulariter  fatis&ciat  *alor  y~X  ponatur  ;:Xv, 
fietque 

LX<Wfl*+-  z^dXdv  -\~\.vddX  'j 

M X dxdv  -+•  M « dxdX  j>  rz o 
-t-N  Xvdx'.\ 

At  quia  X-j'  per  hypothefin  aequationi  (atisfacit,  erit 
Lf/i/X  + M^a^X  + NXi/rrro  et 

LXrf</u+(sL</x+MX</*)rf,,=0  feu 

:o  , 


d d v 
d v 


, dX 

X 


Hdl 


vnde  integrando  oritur 

rtldx 

■ XXdvczCe  ’ L dx  porroque 


Kdx 


v~r 


Ci 

XX 


— r”  i 
J L 


ita  \t  integrale  completum  fit 

rHd  x 

j-CXf&e  " ! : • '•  • ! 

quod  ergo  ex  quolbet  intcgrali  particulari  y~ :X 
elici  potcft.  ; . 

Exemplum. 

1 ■ 

1005.  Aequationem  different  io  - different  ialem: 

xx(a  + bxn)ddy+x(c-i-cxn)dxdy  + fydx''  = o * 

transformare  ac  per  ferient  integrare. 

Cum 
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Cum  hic  (it  l*-.xx(d-\-bxn} ) cx'1) 

ct  N ~f  Ytendum  eft  hac  fubflitutionc  : 

dy —fzdx' 

J xx{a-srbxn)dz 

qua  noftra  aequatio  reducitur  ad  hanc  formam: 
xx{a-\-bxn)ddz-\-x[>2.a-c-\-{(n-+-2  )b-e)xn)dxdz+fzdx'-o 
pro  cuius  refolutione  (i  ponatur 

z — A Ax-p-  B -+-  C x v+',n  -f-  etc. 

fieri  debet 


X(X— 1 )tf-f-X(2a— c o feu 
XXfl-4iX(a-c)+/-o  ergo  X'==  zS±£±*'~)'=i4m 
Series  autem  abrumpetur  per  970,  fi  haec  exprefiio 

denotante  i numerum  integrum  pofitiuum  , hoc  eft. 

veh  - n + r-  S-  »±  — 


vel  ± 


V(  '0 - 


Sin  autem  ipfa  aequatio  propofita  hoc  modo  in  fe- 
riem  refoluatur  , haec  abrumpetur  , fi  fuerit 

*_ * -4-  (b  — f)  1 V f ( a — c )»  — » a/1 — • 

1 a 73 j6  aa 

hoc  eft 

vel  i.’ - ' H-  i -f-  *<<■-«  )*-««/»  — 

' Yel  -L-^r-f  v(f.a— « 

JV.//7  ’#L1  Vnde 
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Vnde  intclligitur  integrale  finitam  exhiberi  pofle, 
fiue  numerus  integer  i fit  pofitiuus  fine  negatiuus. 
Ad  hanc  vero  duplicitatem  iam  prior  fubftitutio  per- 
duxerat (998-),  ita  \t  haec  noua  fubftitutio  nullos 
nouos  cafus  integrabiles  fuppeditet. 

Scholion  1. 


iootf.  ^t  tamen  pateat,  quomodo  ex  valore 
finito  ipfius  z valor  finitus  ipfius  y elici  queat , 
contemplemur  cafum 

xx(a-\-bx')  ddy-\-x{  $a-+-€x')dx4y—  2+aydx'^o 


Ybi  nzr 2 , r— 3<j  et  /^  — 240,  quae  fa&a  fubfti- 
tutione  ^ = xx;*r^!xr}Ji  abit  in  hanc; 

xx(a  -\-bx')ddz-\-x[ -a-\-(+b—e)xx)dxdz 

— z+azdx'  ~o 

Ybi  pro  ferie  afcendente  fit 

X — aX — 2 4.— o ”(X — d ) ( X — f- 4- ) 


Statuatur 


z ——  kx  2— p- C— 1-Djj  etc. 

erit 

aoAar~*+  <JBa,x~*  * -1-  aDar*'| 

-4-20  A b ~\~6Bb  * J 

+ 4A a 4-  zBa  * — zDa  ^ ^ 0 

— 4-k[+b-e)  — 2B(4  b-e)  * j 

— a4Aa  — 24 B<*  — 24G*  —24 Da  J 

Cum 
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Cum  ergo  fit  Dzzo  , fequentes  termini  omnes  tol- 
luntur. Tum  vero  eft 


xffB* — ; z\Qa zz—  2 B£-f- 2 Bf  , 

ergo 

E cr  fc-±-!  A ; C=*-=±  B='-£z=i_»  A . 
hineque 

Z~  A(  - t-  ff~5i  1 

'*♦  1 4a**  1 41  0 Q'  4|  0 0 X* 

vnde  fequitur 


dz — A dx  ( =r‘  - J = ■ -77^  ( 8 a -+-  ( b + tf  ) x x > 

Ergo 

dy  — — f4i  aa-f  ti  of  (e  e — &&)*♦)  //%• 

j?  — * {a-+Tbx%  /(  • a -i-Jb  -+-  fTx  x> 

feu  refoluendo 

dy  — t d x i i sb  — e ] * d * . * (5-4-*  )xd* 

y * "*  a -t-  i>  x * ' »a  + (l  + «)i»  * 

hineque  integrando 

sb  - e 

y—  Y«(fl4-*A\r)  ’6  (8tf-f-(6+e)**). 


Schol  ion  2, 


1007.  Quod  hic  cafu  fortuito  euenifle  vide- 
tur , vt  ex  valore  ipfius  z inuento  quantitas  y com- 
mode definiri  potuerit,  idem  perpetuo  euenire  opor- 
tere , fequenti  modo  in  genere  offendi  potefl  Cum 
enim  aequatio  propofita 

L ddy  -1-  M dx  dy  Ny  d x'  zz  o 

L1  2 ope 
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ope  fubftitutionis  = ‘=^~-  in  hanc  fit  trans- 
formata : 

Lddz-Mdxdz-l-l^-\-dLdz-\-Nzdxt=zo 
fi  haec  per  L dz  diuidatur  , prodit 

d dz  _ M dx dN  I dt  Nsda»  — iy 

dz  L N L — Ld*  y 

cx  qua  integrando  elicitur 

rn  d x 

at  dz  a J l 

J Nd* “ 

qnae  inuento  valorc  ipfius  z ftatim  fine  vlteriori 
integratione  praebet  valorem  ipfius  y. 

Cum  porro  fit' 

rKd  x 

dy  — -zl erit  dycz—azdx.e  ^ L 

, UJ  Ldi  J 

hincque 

atque  hae  relationes  eo  magis  fnnt  notatu  dignae  , 
quod  ex  iis  aequatio  propofita  nonnifi  per  plures 
ambages  ad  transformatam  reduci  poffit.  Ipfa  enim 
formula  pro  y fubdituta  perducit  ad  aequationem 
differentialem  tertii  gridus , quae  autem  manifefto 
integrat.onem  admittit  , iplamque  aequationem  hic 
inuentara  fuppeditat.  Hinc  igitur  occafionem  adi- 
pifeimur  eiusmodi  fubllitutioncs  inuiftgaudi,  quae 
quidem  ad  didferentialia  tertii  gradus  afeendant , tc- 
rum  tamen  per  integrationem  ad  dillercntialia  fecunda 
redigi  le  patiantur. 

Proble- 


Digitized  by  Google 


C A P V T IX. 


2 6$ 

Problema  12 7. 

1008.  Aequationem  differendo  - differentialein 
L d dy  -4-  M dx  dy  -+-  Nj  d x* — o 

ope  huiusmodi  fubftitutionis  y — ^J1  in  aliam  aequa- 
tionem pariter  diffcrentio  - differentialcm  transfor- 
mare. 

Solutio. 

Ob  y—r-±±  fit 

ax 

ff., — Pddz-t-drdz  ( jrfy Ti*z  + '.dTJdz-t.dzddr 

' ix  J dx 

quibus  formulis  fubftitutis  oritur  haec  aequatio  diffe- 
rentiatis tertii  gradus : ' 

LP/^  xhdYdd z-i-LdzddP~\-7fi. YdxddzA-MdxdPdz 

-f-N  P dx*dz—o 

quam  ita  comparatam  affiimamus  , \t  per  fundtio- 
jncm  ipfius  x , quae  fit  Q , integrabitis  euadat.  In- 
tegrabitis ergo  fit  haec  forma  : 

LPQyJs+  2 LQdPddz+  M.PQdxddz-\-LQdzddV 
•+-  hlQdxdPdz  + N P Qdx‘dz  — o 

cuius  integrate  fit 

L P Qddz  -t-  Sdxdz-\~T zdx'  zz.Cdx' 

■vnde  colligitur 

d(tz{i  LQ//P-j-  MPQ.^)=<W*f</:LFQ-hS</jt) 
dz  (LQdd P-p  A1  QdxdP-\r  N P Qdx* ) =dz,a.\di+Tdx') 

et  zdx1  a T — o,  ideoque  T quantitas  conflans. 

L l 3 lude 
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Inde  autem  fit  t 

Sdx=zLQd?-LVdQj-?Q_dL-hM?(^djt 

ex  quo  per  alteram  conditionem  elicitur  t 

4-LP^Q+UP^Q+P^Qf/L+P^L4-P^Qf/i+Q^P^L 
— M FdxdQ- M Qdxd P — ?Qdxd 'M  fiue 
Tdx'  =?dd.  L Q-P dxd.  IVI  Q-l-P.  N Qdx1. 

Quare  cum  T fit  quantitas  con dans  , ponatur  T;ct 
atque  hinc  commode  fun&io  P definitur  , fcilicct 

p — * dX* 

r — dd.ta—  d X iHa  + «W»’ 

hocqtie  valore  pro  P afiumto , aequatio  propofita 
ope  fubftitutionis  transformatur  in  hanc: 

LPQ^s-h^2(LQ^P-LPrfQ-PQ^L-+-MPQda:) 

+ <tzdx'—Qdx' 

•vbi  cum  2 confiante  quantitate  augere  liceat , con* 
ftans  C omitti  poteft.  Diuidatur  ergo  haec  aequa- 
tio per  PQ  et  prodibit: 

Lddz+dz(lg—  -</L+M dx)+a-!gg-  ~o 

feu  in  poftremo  termino  valore  m ipfius  P fubfti- 
tuendo 

L ddz+dz^  - d-^-4-M^)+|Wi.LQr^.MQ+NQ/Ar,)=o 

atque  hic  pro  Q funftionem  quamcunque  ipfius  x 
accipere  licet. 

Coroll.  f. 
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C o r o 1 1.  Ii. 

1009.  Hinc  praecedens  fubftitutio  deriuatur 
ponendo 

dd. L<£—  ideoque  d.LQ-M.Q_dx~Cdx 

rndx  r M d x 

fcu  e J L iq-C/f  ' L dx-t-T). 

Namque  fi  hic  capiatur  C = o , er# 


<1=1  ‘ 


M dx 


+r-t 


et 


p — «J*L  — JL  feii 
r — NQ.d*1  — NQ. 


p — 


r M d x 

• L . ' L 

N C » 


vt  ante. 


Coro  11.  2. 

1010.  Sin  autem  ponamus 
dd.LQ—dx d.M.Q=zdXd x vt  fit 

P—  iX  + N Q.dx~  » 
d.  L Q_—  MQrfr^Xrfr+A(/.v 
porroque  integrando 

f Mdx  r M d X 

e L LQ —fe  J L </*(X+A)  + B et 

/-M  ix  rndx  d x 

Q=£e  L fe  L dx(X+A)+le  L . 

C o r o 1 1.  3. 

rndx  rndx 

1011.  Ponatur  fe  L Xdx~e  1 V et 

A — o , B=o  erit  X— et  <£=£  , ideo- 

que 
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adx 

<]ue  P — -i  i y b jw  ~ 


rf  «c 


"^V-V</”+T  V^' 

L L L 


Si  igitur  fit 


V — a erit  Q = ? i p-nr7¥-_-r 


LlJjt 


dM-t-Mii 


-,  acquatio- 


que  refultans 

L idz  + dz  { 4- 


S c h o 1 i o n. 

ioi2.  Hacc  autem  nimis  funt  generalia,  quam 
vt  inde  quicquam  ad  vfum  communem  concludi 
poliit.  Vtcunque  autem  transformatio  inflicuatur, 
et  aequatio  transformata  in  leriem  refoluatur  , haec 
nullis  aliis  cafibus  abrumpi  videtur,  nifi  iis  quibus 
ipfa  aequatio  propofita  , et  inde  per  primam  fublli- 
tutionem  transformata  , ad  feriem  alicubi  termina- 
tam reducitur.  Ex  quo  perfpicuum  cfl  ope  huius- 
modi  transformationum  vix  vnquam  nouos  cafus 
integrabiles  erui  pofle.  Verum  dum  hadlenus  loco 
variabilis  y aliam  z per  fubflitutioncm  introduxi- 
mus , altera  x , ex  cuius  potefiatibus  feries  forma- 
bantur , retenta  , nunc  etiam  paucis  exploremus , 
quomodo  loco  ipfius  x aliam  variabilem  t introdu- 
cendo , transformationem  perfici  oporteat , vbi  im- 
primis notetur  neceffe  efl  , cum  ante  elementum  dx 
afliimtum  fuerit  conflans , iam  in  transformata  ele- 
mentum dt  conflans  accipi  debere.  Hic  igitur  t 
feribetur  loco  certae  cuiuspiam  fumflionis  ipfius  x , 
quam  autem  ita  comparatam  effe  decet , vt  aequa- 
tio refultans  ne  nimis  fiat  complicata. 

Proble- 
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Problema  128. 

1013.  Propofita  aequatione  differentio  - diffe- 
rentiali 

Loco  quantitatis  x aliam  t introducere , quae  fun- 
ftioni  cuipiam  ipfius  x aequetur. 

Solutio. 

Diuifa  aequatione  per  dx , repraefentetur  ae- 
quatio ita 

L d.iz  -{-Mdj~^Nydx  — o 

\t  iam  confideratio  elementi  dx,  quod  conflans  erat 
aflumtum  , Gt  e-xclufa.  Cum  t aequetur  fun&ioni 
cuipiam  ipfius  fiat  inde  dtzz.Pdx  , feu  dxzz^f 
vnde  nacifcimur 

L d.  Z*f  + M dy  + = o 

-ac  -fumto  elemento  dt  conflante : 

L?ddj+Ld?dy^Mdtdy+*2*!Lzzo 

'vbi  tantum  iupereft , vt  in  quantitatibus  finitis , 
quae  adhuc  variabilem  x compledtuntur  , cius  loco 
altera  t introducatur. 

Exemplum. 

. 1014.  Propofita  fit  haec  aequatio  : 

ix(a+bx')ddy+x(c+exn)dxdy+(f+gx,,)ydx’=o 

in  quam  loco  formulae  h+kx"  introducatur  t. 

: VjoI.  II.  Mm  Cura 
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Cum  ergo  fit  ‘~- 

t—b-\-kxn  erit  dt=:nkxn~'dx  > 
ideoque 

V—nkxn~>  et  d?—n(n  — i )kxn~2  dx  ~Cl=uJ^ 

* r 

Quare  habebimus  t 

nkx ' (a-\-bxn)ddy-\-  {n—  i )xdt  dy^-^-bx^-^x^  -\-exn)dtdy 

. Uf+gxn)ydt' 


nkx * 


— o 


iiuc 


Mk[a+txn)ddj'+ 


(n-  \)dtdy{a-Vb xn) -{-dt dy(c-\-ex*) 


. ( f-\-gx*)ydtx 
nkx1'1 


— o. 


Nunc  Tero  eft  xK-,—jr~,  qui  valor  fubfiitutus  praebet: 


t4ak-bb+bt)ddy+ 


(»—  i )dtdy{ak—bB-\-bt)-$-dtdy(ck—eh+et) 
t-h 

(fk-gb+gtjjdt* 


— o 


»[*-b y 

Verum  hic  ita  \bique  t—b  occurrit  t vt  aequatio 
limplicior  euadat  loco  t—b  fcribendo  ur  tum  autem 
perinde  eft , ac  fi  loco  patefiatis  fcripfi  flemus 
quantitatem:  u : aeque  ergo  hinc  qukquam  lucri  pro 
nouis  fcriebus  eruendis  redundat. 


Corol- 
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Corollarium. 

1015.  Si  in  aequatione  generali  loco  xm  fcri- 
berc  velimus  t erit 


dt~mxm~'dx  et  P — mxn~ 1 , 
et  aequatio  refultabit  ob 

1 ) xm~“' dx r: ( ? , 

i (ia 


(tu—  1 )Ldtdv 
— 4-M  dtdy- 


N vdt* 


mx 


■-o 


feu 

mLddj-h 


(m-i)Ldtdy  M xdtdy  N xxydt' 


> t 


mtt 


-o. 


Scholion. 

10 1 5.  Plura  de  huiusmodi  aequationum  trans- 
formationibus tradere  haud  necefle  videtur  , cum  ex 
his  fontibus  haud  difficulter  omnes  transformationes 
ad  vfum  idoneae  deriuari  queant.  Datur  autem  alia 
methodus  prorfus  fingularis  huiusmodi  aequationum 
differentio  - dificrcntialium  integralia  exprimendi  , 
quae  per  formulas  integrales  binas  variabiles  inuol- 
ventes  expeditur  , dum  altera  in  integratione  vt  con- 
flans tradatur,  Ita  fi  P fueiit  fundio  quaecunque 
binarum  variabilium  x et  u , ac  ponatur  jznfVdx, 
confidcrando  u in  integratione  vt  conflantem  , inte- 
grale  hoc  f?dx  erit  fundio  ipfarum  x et  u , quod 

M m 2 ita 
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ita  determinatum  vt  euanefcat , pofito  x—o  , fi 
deinceps  ftatuatur  x — a,  obtinebitur  fundio  ipfiusw 
ipfi  y aequalis , quae  fi  fatisfaciat  aequationi  cuipiam 
diflerentiali  inter  u et  y propofitae  , haec  aequatio 
refoluetur  formula  y—fPdx,  quae  vt  eius  integrale 
fpedari  poterit  Atque  hoc  modo  innumerabilium 
aequationum  differentia  -differentialium  integralia  ex- 
hiberi poffunt , quae  aliis  methodis  prorfus  intrada- 
biles  videntur.  Quanquam  autem  formula  fPdx  , 
fpedata  quantitate  u vt  conflante ,.  adu  integrari 
nequit , tamen  eius  integrale  in  hoc  negotio  pro 
cognito  accipi  potefl ,.  quia  eius  valor  faltem  per 
approximationes  aflignari  potefl.  Scilicet  dum  fum- 
ta  x pro  abfeifla  ,.  fi  P denotet  applicatam  orthogo- 
nalcm  ei  conuenientem  , formula  jPdx  exprimet 
aream  eiusdem  curuae  abeiflae.  x infiflcntem,  ac  po- 
fito x—a,  area  habetur  determinata  valori  y~f  ?dx, 
prouti  cum  modo  definiuimus  aequalis,  quae  ergo,, 
vti  loqui  folent , per  quadraturas  curuarum  affignari 
potefl  , ex  quo  haec  integrandi  ratio  commode  ap- 
pellatur conllrudio  per  quadraturas.  Hic  autem  im- 
primis ad  eam  rationem  , qua  intcgralia  in  particu- 
laria et  completa  diflinximus , attendi  conueniet ; 
vnde  follicite  efl  cauendum  , ne  integralia  hoc  modo 
inuenta  pro  completis  habeantur,  nifi  quatenus  bina» 
conflantes  arbitrar  as  inuoluant.  Cum  igitur  eidem 
aequationi  diflerentiali  infinita  integralia  particularia 
conueniat , mirandum  non  efl  , fi  hoc  modo,  pro 
eadem  aequatione  propofita  plura  integralia  dhierfa 

inue- 
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inueniamus.  Hoc  autem  argumentum  fere  prorfus 
eft  nouum  , neque  a quoquam  adhuc  pertra&atum  , 
fiquidem  nonnulla  fpecimina , quae  equidem  iam  du- 
dum  dedi  , excipiantur ; ex  quo  dubitare  non  licet , 
quin  ifta  methodus , fi  diligentius  excolatur , ali- 
quando forte  praeclara  incrementa  in  Analyfin  fit 
allatura. 
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r 

D E 

CONSTRV CTIO\T  E AEQVATIO- 

NVM  DIFFERENDO -DIFFERENTI  AU  VM 
PER  QVADRATVRAS  CVRVARVM. 


Problema  129. 

1017. 

Si  fuerit  y—fVdx  denotante  V fundionem  quam» 
cunque  binarum  quantitatum  * et  u , quarum 
autem  haec  u in  integratione  \t  conflans  fpedatur, 
poft  integrationem  vero  (fatuatur  x~a , vt  y ae- 
quetur fundioni  cuidam  ipfius  u ; quodfi  iam  u 
variabilis  fumatur  , inuedigare  valorcm  ipfius 

Solutio. 

Cum  fXdx  exhibeat  fundionem  qumdam  bi- 
narum quantitatum  x et  k,  cuius  differentiate  fumtaa 
con (lante  ed  — Xdx,  fi  tam  u quam  x vt  varia- 
biles tradentur,  differentiale  aequationis  y—fXdx 
talem  habebit  formam  : dj~X dx-+-\Jdu  , quae 
quia  ed  differentiale  verum,  necefle  ed  fit  (^)  = (^) 
At  cum  V fit  fundio  data  ipfarum  r et  a,  pona- 
tur dV ~ Pdx-b-Qdu  , eritque  (j^)~ Q.,-  idcoque 
(ri)— Q:  Hinc  confiderata  iterum  u vt  conflante  , 

erit 


Digitized  by  Google 


C A P V T X. 


279 


erit  et  U—/Qdxr  in  qua  integratione 

fola  x pro  variabili  habetur.  Quocirca  fi  hunc  va- 
lorcm  fQdx  vt  cognitum  fpe&emus , quippe  quem 
per  quadraturas  afiignare  licet,  erit  dyzS dx+dafQdx. 
Quaerimus  autem  id  ipfius  y differentiak  , quod  ex 
variabilitate  ipfius  u tantum  nafcitur;  quod  cum  fit 
dyxzdufQdx  erit  valor  quaefitus  /Q</.rr  fi 
nempe  poli  integrationem  itidem  ponatur  xzxa. 

Coro  II.  r. 

1018.  Cum  fit  y—fVdx  funflro  ipfarnm  x 
et  u , per  integrationem  autem  formulae  Vdxf  in 
qua  u conftans  fpeftatur,  fundio  quaecunque  ipfius  u 
loco  conflantis  accedere  poflit  , funftio  y per  fe  erit 
indeterminata  , determinabitur  autem  ftatim  , atque 
integrale  / V dx  ita  accipiatur  , vt  euanefeat  polito 

X — Q. 

CoroII.  2* 

1019.  Hac  conditione  obferuata  euanefeet  y 
pofito  x—o  quicunque  valor  alteri  quantitati  u tri- 
buatur , erit  ergo  etiam  y-{-du(d^)=zo  fa&o  a*-o, 

•rgo  etiam  Vnde  patet-  fQdx  — ii  ita 

quoque  accipi  debere  r vt  pofito  x — o euanefeat. 


CoroII.  3- 
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C o r o 11.  3. 

1020.  Cnm  y—f\dx  erit  (d*)=V , hinc 
(sTTx^rJ-  At  fl  Piatur  (^)  = 2 erit  quoqnc 

(jrnV—lJf)  ers°  Q.uare  rPcdata  8 

vt  conflante  erit  dZ~dx (--£),  et  Z-fdx{d~)  ideo* 
que  (H)^fdx(d/u). 

C o r o 1 1.  4/ 

1021.  Quodfi  ergo  pofl  integrationes  ita  ab- 
folutas , Yt  integralia  euanefeant  pofito  x— o , po- 
natur i'zs,  tara  valor  yzzfVdx  {quam  ^—fdx^ 
erit  fundio  determinata  ipfius  u. 

C o r o 1 1.  5. 

1022.  Simili  modo  Ylterius  progrediendo  erit 
iJ3—fdx[^-).  Quare  fi  L,  M et  N denotent 
fundiones  quascunque  ipfius  u erit 

3?  +Ny=/'^(L(g:)+M(C)-)-NV) 

totumque  negotium  huc  redit , Yt  ifta  formula  in- 
tegrationem admittat. 

Scholion. 

1023.  Datis  fcilicet  ipfius  u fundionibus  L, 
M , N , quaeri  debet  fiindio  V binarum  variabi- 
lium x et  u , ita  vt  fpedata  u conflante  formula 

(L.C%r)-H»CK)-f-NV)*t 

abfa- 
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abfolute  fiat  integrabilis  , cuius  integralc , vt  fit  de- 
terminatum ita  capiatur,  vt  pofito  x — o euanefeat. 
Tum  Tero  ftatuatur  x—a , ac  fi  illud  ititegral* 
etiam  hoc  cafu  euanefeat  , erit 

■+■  N/  = o , 

hineque  aequationi  fatisfacit  valor  y~fVdx  , lege 
indicata  fumtus.  Problema  autem  datis  fundtiouibus 
L , M et  N,  inueftigandi  funttionem  V maxime  efl 
indeterminatum  , neque  methodis  adhunc  cognitis  in 
genere  refolui  poteft;  ex  quo  conueniet  id  inuerfo- 
niodo  tradlari , vt  fumta  funftione  V alterae  L , M 
et  N indagentur.  Hinc  aequationes  diflerentio  - dif- 
ferentiales  confequemur,  quarum  integralia  hoc  modo 
aflignare  valebimus  , quae  fi  aliis  methodis  tradlari 
nequeant , infigne  lucrum  fuppeditant.  Quodfi  in- 
tegrale  illud 

pofito  x—  a non  euanefeat,  fed  datam  ipfiU9  u fun- 
dtionem  U exhibeat,-  valor  y =/V d x conueniet 
huic  aequationi  , . ; . 

yjJ  = 

du*  du  * J 

quae  cum  infinitis  modis  in  alias  formas  transmutari 
poffit , etiam  harum  integralia  innotefeent  f vbi  fi- 
mul  hoc  commode  euenit,  vt  etiamfi  integrale  tan- 
tum particulare  obtineatur  , .inde  . tamen  plerumque 
integrale  completum  haud  difficulter  colligi  queat. 

V- ; • • * ' • 1 

m U.’  N n Problc* 
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Problema  130. 

xo24-  Inuenire  aequationes  differentio  - difle- 
rentiales'  formae  ~2  —2.  -t-N.y—  U > vt  L , 

M , N et  U fint  fnn&iones  ipfius  u cuius  elemen- 
tum du  hic  pro  conflante  accipitur  , quarum  inte- 
grate ope  conflru&ionis  per  quadraturas  exhiberi 
poflit. 

Solutio. 

Sumatur  fundtio  quaecunque  binarum  variabi- 
liunii  u et  a:,  quae  fit  V,  capiaturque  integrate  /Vdx 
fpedtata  quantitate  u vt  conflante,  ita  vt  pofito  x~o, 
euanefeat,  tum  vero  fiat  x — a,  denotante  a quantita- 
tem quamcunque  conflantem  , vt  iam  /Vdx  expri- 
mat fun&ionem  quandam  ipfius  u tantum  cui  quan- 
titas/ a.quetur  , vt  fit  y—fWdx.  Cum  iam  fit 

£=/**(£),«  , 
his  integralibus  pariter  ita  fumtis  , vt  pofito  arrr o 
euanefeant , tum  vero  flatuatur  x~ a , quaerantur 
fundliones  L , M , N ipfius  u vt  haec  formula 

/^(L(^)+M(^)  + NV) 

fiat  abfolute  integrabitis,  eiusqne  integrale  ita  deter- 
minetur , vt  pofito  x~a , fiat  id  — U.  Quod  fi 
fuerit  praeflitum  , euidens  efl  aequationi  differentio  - 
differentiati 

latisfaccre  formulam  affumtam  j—fVdx. 

Coroll.  i. 
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102$.  Aflumtio  ergo  fundionis  V non  peni- 
tus arbitrio  nollro  permittitur  , fed  ad  hoc  potiffi- 
mum  eft  (pedandum  , vt  talis  forma 

per  fe  fiat  integrabilis. 


Coroll.  2. 

i02<J.  Infinitae  ergo  hinc  ftatim  excluduntur 
formae  ad  hunc  fcopum  ineptae , cuiusmodi  funt 
V — UP  ex  i (tente  U fundione  ipfius  u et  P ipfius  X 
tantum ; quia  tum  foret 

y=Vf?dx,  £=grvdx  et 

quippe  quae  idem  integrale  compleduntur  , ita  vt 
ex  earum  coniundione  formula  abfolute  integrabilis 
confici  nequeat. 

Exemplum  i. 

1027.  Sit  et  y=fx"dxy”i^ 

integrati  euanefeente  pojito  x:o,  tum  vero  fatto  x~a. 


Erit  ergo 


dV 

I Tu^1 


U 


xx 

V 

{m-^xxfVicc—xx) 


et 


Nn  % 


A U 9 A.  P.V  rT 


x*dx{ r 


et  integrabilis  reddi  debet  baec  "formula 
Lara: 


feu 
xndx 


Mu  uu-Yxx 

=!+»rS) 


(mu  + * * )*  jf  at) 

^4-* 

Statuatur  integrale  — — y~{uu-^x  x)  * cu*us 
:retentiale  cum  iit 


(»'4-1  )x\cc— a:ar)(aM+a:a:)—  *’M,1(«a4-xr)— x*+'(cc-xx) 


(uu+xx^Y  (cc—xx) 


dx 


feu 


x'dx Cf«4*  1 )ccuu+(n-\- 1 )«w.v-(«4- 1 )uuxx-(n  4- 1 )** 


(uu+xx)%V[ce^xx)C  —ccxx  ' - uuxx 

cum  qua  fi  propofita  comparetur  , fiet : 
Ma‘4-N«*=:(fl4- 1 )ccuu 
L-HMm4- a N««— ncc— («4- 2)^«  et 
N — -(n+i). 


i 


Hinc  elilicitur 

Mtiz=(n+  i)(cc+uu)  feu  u^c et 

L=-(«4-*  )(cc+uu)  + 2(n+-i)uu+ncc-(n+2)uu 
feu  L--cc—uu. 

Quam- 
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Quamobrem  habebimus  1 

{cc+uu)ddy  (n-\-iXcc+uu)dy  a*+'V(cc-aa) 

du  udu  V [aa+uu) 

cui  aequationi  fatisfacit  yzz integra- 
tione abfoluta  vt  eft  indicatum. 


Coroll.  i. 

ioa8.  Sumto  ergo  azzc ; formula  integralis 
y —fx' dxV ~~~  pofito  poft  integrationem  x zzc 
exhibebit  integrale  huius  aequationis 

u[cc+uu)ddy—{n  f i )(cc+uu)dudy+(n-\-i)uyduzo 

feu  ddv  — (*-*-')  dudy  . ( n -4-  i )y  d u*  . — Q 

J U 1 CC-flllt  * 


Coroll.  2. 

1029.  Si  fit  nzi  per  integrationem  inuenitur 
fx*xVjg±ZSL = ;(„-*-««)  Ang.  fin. 

— lV(ccuu+ccxx—uuxx—x4) 

-i(^^+««)Ang.fin.=ii^_1_;<:W  , 


et  pofito  xz zc  fit 

yzzl(cc-i-uu)  Ang. cof  J -4- i cu  hincque 
a|=i«Ang.coC^^  et  %z\ Ang.coi.^  - 
quae  formulae  evidenter  fatisfaciunt  aequationi 


diy— 


ty  du*  _ 


te+  u u 


= o. 


N n 3 


Coroll.  3. 
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Coroll.  5. 

1030.  Hoc  ca(H  integrate  etiam  hoc  modo 
exprimi  poteft 

y—\(cc^uu)&ng.fa.i£~i-\r\cu 
feu  cum  eius  multiplam  quoduis  aeque  fatisfaciat : 
y — ( c c -1-  u u ) Ang.  fin.  -4-  2 c u 

fatisfacit  vero  etiam  yzzce  -\-uu  , vnde  integrate 
completum  eft. 

y=za  [cc+uu ) Ang.  + 2 olcu-\-$(c<  + u «). 

Scholion. 

1031.  Quod  valor  y — cc-)-uu  fatisfaciat, 
ex  integrali  inuento  concludere  licet , quia  enim 
Ang.fin.j^^;  eft  funftio  multiplex  et  termino  air 
augeri  poteft , integrale  ipfium  augeri  poteft  ter- 
mino a 7r(cr-t-««).  At  in  genere  differentia  bino- 
rum integralium  quoque  fatisfacit,  ergo  etiam  fatis- 
fecere  debet  y—  a k[cc-yuu)  et  generarim  jrzfi(cc+uu). 
Ex  hoc  cafu  facilius  perfpicitur , quomodo  valor 
afluimus  aequationi  generali  fatisfaciat , etiam  is  per 
integrationem  euolui  nequeat.  Patet  autem  n+i 
efle  debere  numerum  pofitiuum  , quia  alioquin  con- 
ditio integralis  , vt  pofito  a:—  o cuandcat , impleri 
nequit. 

Exem- 
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Exemplum  2. 

1032.  Sumatur 

V— x*— ' '(uu-f-xx^/cc— xx)' , erit' 
(jfl^afxux^^uu+xx)»4— ’(ce-xx)*  et 
(^;=2|Ax'-Vcc-xx)^(uu+xx/-M-a(fr-ijiro(uu+xx)^ 

~ 2JJLX’’~,(CC—  XX)\UU+XX)'1-,((2(JL—  l)UU+Xx)- 

Integrabilis  igitur  reddi  debet  abfolute  haec 
formula 

fxn~'  dx(cc—xx  )*(««  + xxY~'* 
(afjL^ajjL-OwK+.rarjL+a^aK+jrjrjM-ffaa+xar/N)  feti 

fxx~'dx{cc-xx)Xuu-\-xxY~'  r 2 p.( 2 (jl-  1 )L uu+  iptLxv  -4-Na* 

j+2p.M«*  +2jjLMto,je 

C-fNtt*  + 2 N uaxx 

Statuatur  integrale  2r"(tr«+xx},t",(<•^-xx,),-+■,  cuius, 
differeutiale  cum  fit 

xn~ 'dx  ( u u 4- x x f—  ( c c - x x )** 

(n[uu-\-xx)(cc-xx)+2{iL-  1 )xx(wtt+xx)J 

erit 

2 jjl(2  jjl—  T)L«a+2{xMa*+Na  — nccuu 
2 p.L-4-2  (jl  M«+  iNuv=zncc—nuu-\-2{\i.— i )cc-  z[v-\- 1 )uu 
N—-n—  2(|JL—  l)-2(v+  *)  = — »—  2 [JL  — 2V. 

At  prima 

2 p.  ( 2 p. — 1 ) L -f*  2 |x  M u + N u u = * c e 

demta. 
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iti 

demta  fecunda  dat 

4-ja (**. - 1 ) L- N«a=(« +•  a y+  * )« « - a f f*->  )<*  fea 
4p(p.-i)Lr~ft(p.~s).(«if-KO  hinc  L==^=S 
qui  valor  ia  prima  fubftitutus  dat : 

— ( 2 p.  - 1 ) (f  e -i-  aa)  + 2 p-  M u - ( «4-  a p.  + a y ) uuz  net 
feu 

2p.  Ma  — (n+  2fx—  i )<,V-f-(»4-4jJL4-2K-4-i  )aa. 
Ereo  Mrr_  — ' 1( tc-^ait)-h(|1-f-,)a 

® >M«  1 f* 

Si  «>o  fuperius  integrale  euanelcit  pofito  X—ot 
quare  fi  ponamus  x~a , orietur  haec  aequatio  : 

(cc  -t-vu)ddy  , (n  — «u  — i )(  ec  + ««)J,  _j_  ) «d, 

» H d u*  ' 1 ifiudu  — — -p  udii 

— («-t-ap.q-ay)  yz<?{a a+uuf’~‘  {ce— ua)'*" 
cuius  integrale  cft 

y~fx*~~'dx{uu-{-xxY(<c—xxyt 

integrali  hoc  ita  fumto  vt  euanefeat  pofito  x—0  , 
tum  vero  pofito  x=:a. 

Coroll.  r.  : 

1033.  Si  capiatur  a~c , vt  pofirema  pars 
fiat  — o , fi  quidem  exponens  y-f-r  fit  nihilo  maior, 
formula  J =:fxn~' dx{uu+xxY[cc-xx)'  pofito  xzt 
poft  integrationem  ita  peratam  vt  cafu  x—O  fiat 
— 0 * efit  integrale  huius  aequationis 

u[cc+uu)ddy~{n+  ajx-i)  {cc-\-uu)du^~i(^y)uududf 

-+rap.(»4-2jji-f.  w)uydu*—o, 
Coroll.  2. 
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• Coroll.  2.  \ , »:  ; ; 

• ' ’ * . ’ K I * * . i . 

1034.  Sit  ti+i  jx-  1 r«  ; « + 4(jt.  + 2^-i  r(3; 
fiet  ajji-a-t-T-H  ct  2Kr(3-j-i-«-2a-242W.  (3-i-f  w-aa 
et  aequationis 

u[cf+m) ddy —{ acc-\-$;tu)du dy-\-[ a 4-1  - ri)(fi—a+n)ujdu  -O 
intcgralc  erit 

a -+-  i — n p — t-f-in  — ia 

y~fxn~'dx(uu+xx)  * (f-^+Arar)  * 

*i  • • 

polito  x—c,  fi  modo  fit  «>o  ct  p+i+«>»2«. 

Scholion. 

• < •*  # 

1035.  Haec  conftrudio  latiflime  ad  hanc  ae- 
quationem patet : 

xx(a+  bxn)ddz+x(c+exn)dxdz-\-(f xn ) zdx*z:o 

primo  enim  hic  fine  detrimento  amplitudinis  fumi 
potelt  n — 2 , ponendo  x'—uu.  Tum  vero  vti 
fupra  §.  998.  vidimus  ponendo 

a _ bS=.±l  + j 
• z~x  0 (a+bx)  nab  y 

aequatio  abit  in  hanc : 

xx(a  -\-bxn)ddv+x{  2 a-c-\-  2 ab-+-(  2 b -e-\-  2 nb-\-  2 bb)xH)dxdy 
+( f{-ah—cb+abb+(g-\-{b-e+nb+bh){n+b)\xn)jdx*~Q  . 

vbi  fi  h ita  accipiatur,  vt  fit  abb+ [a— c )b+f~o 
prodit  aequatio  formae  , emus  conllrudUoncm  dedi- 
• Vol.  II.  Oo  mus. 
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mus.  In  cafibus  autem  fpecialibus  difficultates  oc- 
currere poffiint  , quibus  fuperandis  fequentia  exem- 
pla inferuiunt. 

Exemplum  3. 

1035.  Sit  V = emu,x"(c-x)’,  erit 
(* ) - m cmax  x’’4"  ( c - x / et  (jjjjrmm  e™*  x"4-1  ( c -x)\ 

Integrabilem  ergo  reddi  oportet  hanc  formulam: 
ernnx  J."  dx{c  — x / ( m ?«  L .V  X »1  M *+N) 

cuius  intcgralc  ponatur  -e'"*x'+'(c-x)'+\  cimus 
propterea  diffcrentiale  illi  formulae  aequari  debet . 
quod  cum  fit  « 

jnux  xndx[c~~X  y[tBUX\C  x)  + («+ 1 ) l6’-  x)— * )•*) 

erit 

<N=:(ff+iki  rnM-mcu—  («-f-v+a)!  wmLn-wa. 

Statuatur  nunc  x~a,  et  formula  ycfemuxxndx(c-x)' 
erit  integrate  huius  aequationis 

uiiy  _i_  cudy  __(l-+-y±ljy  i_  f w_l_  I 

~ mdu*  ‘ du  mJu  ^ ^ ‘ J ' 

Ilie  poai  potefl  m~i  , ac  fumto  C-a  , aequationis 

integralc  efi  y~fea*  x*dx{a-xy  , pofito  poft  inte- 
grationem x xza  , dum  fit  v+i>o  et  n + i>o 
iutcgralc  euaivcfcens  reddi  poffit  pofito  x-o. 


Coroll.  x. 
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191 


1037.  Si  hic  ponatur  j"efzin  erit 
udz-\-uzzdu—  auzdu-{-(n  + v + z)zdu-(n+i)adu~<* 
cuius  integrale  eft 

dy  fe, ux^"+‘tdx(a—xy 

ZX~ydu  ~~  Jeuxxndx[a  — x)* 

Illa  aequatio  autem  pofito  zzz[a-hv , transmuta- 
tur in  hanc 

udv  f tivvdu  4*  [n  + v + a )vdu  — \aaudu-\[n-v)aduz& 
quae  ponendo  v~ u~n~*~’s  abit  in  hanc 
tr*-*-' ds-±-tr**~1*~* s sdu-\aa  udu-l(n-y)adu~om 


Coroll.  2. 

1038.  Sit  porro 

&_n_v_2  du=mdt  fcU  w—n— v— « XJ( 

rt  fiat 

ds  -f-  s s dt — \a  a dt — i (n  — v ) u^^^dt — o 

quae  ergo  aequatio  etiam  couftrui  poteft.  Vel  fit 
— («H-K-f-  i )tzz r erit 


ds  — 


ssdr 


— tr—  »y— 4 «*£?¥-* 

aar  "-t-*-*-1  dr  (n — y)r  *-*-*-+-«  dr 

4{n-\rV-\-i)  t(n+y+i)  "® 


O 0 % 


quae 
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quae  pofito  s — — (n-bv-\-x)q  abit  in: 

— :H— :v-+-»_  -'1— V— I 

, , aar  dr-  2!  n-y)r~*+**:~dr 

dq-\-  qqdr— : ; ; t — 0 

hicquc  eft 

* n-hv-i-i 

u-fri-h^-hi  et  \a— (»-f  v-\- 1 

Scholion. 


1039.  Cum  aequationis  differendo  - differen- 
tia! is 

ddy  -.ady  1 («"■■» 4-*_Uy  _ — Q 

d U ' 1 U K W 

intcgralc  fit  y—[euxxndx[a  — x)* , videamus,  quo- 
modo haec  ipfa  aequatio  m a!  as  formas  transfundi 
poffit,  Sit  primo  u~alx  idcoque  duzz.o.\tK~l dt , 
vnde  fit : 


t dv  (n±v+i)dy  Mn+i)avdt 

— «? 1 =« 

fumatur  iam  elementum  conflans  , eritque 
ddy  (X-i  Wy  fw-fv+a)^'  X*t+-  \)a\dt 

a \t*-'dt  0.  ~~  t 

feu  . 


ddy—aha^~'  dtdy- 


(X7jq-Xy-i-X~h  i ' dtdy  . 

— aXX(«-p  1 ')aix~ydt  —o 


cuius 
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cuius  integrale  eft 

■y—re*tXx^dx{a-x)\ 

Ponatur  porro 

il  — Vdty~ ~ vt  fit  z~e~f*dty  , erit 
ddz-\-  2 Fdldz—dXat^dtdz+iXn+^v+Xy- 1 )d,dz-\-  zdtd? 
+zdt\ PP-ttXafx7,P+(X— rM'”P  - )a/x-3)=o. 

Ad  terminos  elemento  </2  adfe&os  tollendos  ftatuatur 


,X— I (X  ll4.1,  + l-4-  1 ) 


fietque 


P = i«Xa^--  lt 

ac  prodibit  haec  aequatio  : 

ddz  -zdt'[?±£2g£=}  q £aXX'n-*)fl^,+JaVaVv",)=:o 
cuius  propterea  integrale  cft  ; 

srr*  ~^ai  t — fe**  xX'dx{a-x)\ 

QuoJfi  ergo  fit  v~ n;  XX(2»4-i)’— irzo  ; feu 
X — ; ttV-:  et  a— + x — ~+~  2 ( 2 4~ 1 ) habebitur 
haec  aequatio 

_±_i 2 

ddz-aazt dt'z=  o 
cuius  integrale  cft 

± t H-, 

+ (s«+iy.^‘  +;+; f +j(i»+iVi‘+,.r  _ , , , 

z~e  t — Jc — ; xndx[a~x)\ 

Vel  huius  aequationis 

ddz  — aat1^1  zdt'  ~ ro 

O o 3 inte- 
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intcgrale  eft 


— „ x 


a fk  « *,X  i « _ » _J_  J_  * 

' " x x~  ,x  'dx (a—x) — *x 


zzze  " tfe 
rnde  occafioncm  arripimus  huiu»modi  integratione* 
generalius  ioueftigandi. 


Exemplum  4. 

1040.  Si  ftnt  P et  Qi  junttionts  q uaecunque 
ipftus  u et  capiatur 

y =:  Pfea*x"""'dx(a— s)*”1 , 
poftto  fcilicet  pojl  integrationem  x-a  , erit  hic  valor 
ipftus  y integrale  cuiuspiam  aequationis  differentia  - dif- 
ferentia/is : 

L -u  ”12- _u  Ny  = o 

d u1  — du  ~ L J 


quae  quaeritur. 

Ad  calculum  contrahendum  ponamus  dV-P^du, 
d?'  — P//  d u , item  dQj—Qpdu  et  dQ^—^att. 
Hinc  erit 

J2 1=  P 'fe<*s*-'  dx  (a  — x )*'+  P Qprc<*x'dx  (a-x)" * e* 

X + p <Zff*xx'dx(a-x)~'+?(£(Zfe°xx'+’dx{a-xr‘ 
vnde  colligitur  -4-  Y„--+-  — 

ff-*x'-'dx(a  -x)'-'  S LP"+2  LP'Q'a-4-LrQ;yJi-+LPQ;Q;.va-? 

2+MP/+MPQ./a-+NP  $ 

quod 
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quod  integrate  ftatuatur  n#03'*'*  [a— x)’  , ita  vt 
euanefcat  pofito  x~a  dum  fit  v>o,  vti  etiam 
euanefcit  cafu  .r~o  fi  modo  «^>o.  Cum  igitur 
huius  formulae  differeutialc  fit 


eo?  xn—'. < ( a _ x y—> i ( q x ( a _ x ) 4 n a __  ( n 4 y ^ x ) 

cuius  comparatio  cum  forma  inuenta  praebet: 
L^+MF+NP^Bfl 


2LP/Q/4-LPQ.//-t-MPQ/— eQ-{n+v)  ec 
LPQfQf=— Q.  ergo  hinc 

7Yi  — «a ( » +>•)  i » P‘a  i dcr_  et 

— p<£  Tq;  ~ p p a q:  “ p a'a<r 


N=V 


p"Q.  «p 

pputq:  r 


ficque  aequatio  differentio  - diffcrcntialis  erit  cognita. 


Coroll.  i. 

1041.  Si  velimus  vt  fit  Mr^o  erit 

«Q.-(»-H0-+-  -+•  ^ = 0 

quae  per  multiplicata  abit  in  hanc 
4-  (j± Ojta 4-^—0 

cuius  integrale  eft 
^aP*Q/ 

-Qppr"  ~ Conft.  fiue 
— laO 

P— Ce  * y 1*L 

CorolL  2* 
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C o r o 1 1.  2. 

104-2.  Sit  Q—zcilu*  cr't  Q — iaXu*-'  et 

-aaux  + , . 

TzzCe  u * hinc 


L=“  ^ « 

N=V  + nT5»  at  eft 


et 


■ X -i-* 


ct  ob 


d(£  zaX^du 

y=-aw-^+xi,-,-,r^ erit 

-a^;x,»+v-i)+i)  +(^0±0! 
fcu 

aaXXaaaA-V^flXX(»+yX"a^+>"2~l),~\^ 


r 

hinc 


X2i±^xx— ’ u et 

* ('aa^^x+’(;j-v^+  xx,n^a~p^'^x). 


aau  . 
Nzze  « 


Coroll.  2' 

1043.  Hinc  erit 
|:-2  aXXax_!  ( («-* 

et  huius  aequationis: 

^•(aaXXfl^a3X-J+aXX(«-v)^«x-I+^tuu'— ') 

inte- 
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integrale  eft 


. . 

J-*  “ ' f VX'n4 ._.^-ir 

^ i . n—v)~f  ieu  v^w-  x ♦ 

Ponamus  et =v  M”  r'~J  .... 

™de  fit  , , _-/+x+vCjtiL) 

, f+x+yjjjlzit)  et  v — * lV“ 

^ * ' 1 X ^ , \ . *.  .«  N *•••*.*  *'  — V*  1 

et  huius  dequationis  . ' , v 

tw^«****f***f  1 ’ "• 

^integxal^cfl jv T-  *"■  Jx(a-x) 

Cofo  1 ).  4. 

1044..  Si  ponamus  a ~ — / et 

=^=g  eiLi  , , ^ 

. •£**)— gf  ^-^/-4-X+yn 4-4g> ^ 

vnde  huius  aequationis  quae  cum  praecedente,  con- 
venit * ‘ * "‘  ‘ ~ ' '•> 

c = ddy ^jdu\dau*^'+  'of J ) V ;; 

integrale  erit  : } /; : ■■■  •• 

a t(\  i-»-v:<-H«g)  -»a^x  — /— >4-v;  i-Mg)  , 4-/-x^-vfi-t-4g) 

_yz^e^  u • fe  * x ,x  <fa(a-jr)  ■* 

vbi  necefie  eft  iit  w>o  et  kJ>o. 

. m /it,  P p 


Exem- 


Exemplum  5. 

xo+5.  Si  ponamus  yrfcjx(aa-xx )*“" cof  a uxx, 
pofito  pojl  integrationem  x— a , vt  y aequetur  certae 
funttioni  ipjius  u , inuenire  aequationem  dijjerentio  - dtf- 
ferentialem  , cui  ea  /atisfaciat. 

Cum  fit 

*y~ — xdx[aa— xx)*~ 'fin-at^x  et 

fiksaMf' ■ ' ' 7 ' * " ' > 

■ -ttaXXLu^^coCai^x.  i 

1 — vtfVfin.au**»  quod  eua* 

Fingatur  integre  -_(  *-0  , reperiturque 

nefcit  poGto  tam  * — ■ 4 

comparatione  inftituta 


^ 'X  H 


; M = 


aXv-X-V-t  ^-x-n  ; Nrr«a«Mx- 
ttXX 


,l\— »y— O 


Quare  huius  aequationis 

d **  * 

inte^rale  eft 

j—fdx{aa-XxY~'  cof.au*** 


Coroll.  *• 
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• ' V CorolJ.  I. 

1045.  Si  ergo  fit  et  «=*  , huius 

aequationis 

integrale  eft 

— X — i 

y—fdx[aa-xx ) **  cofi^x 

fi  quidem  poft  integrationem  ftatuatur  xr=«  hite. 
grali  ita  fumto  vt  euanefcat  pofito  x — o.  * 

C o r o 1 1.  2. 

* . ' ' . ' r 

1047.  Si  igitur  fit  ~ 1 ~ i numero  inte- 
gro , feu  X — - ^ i , huius  aequationis 

— 4 i — <• 

ddy-\-aau  ' ydu  —o 
integrale  eft 

y —fd  x[aa"  x x)1  coC  ^ a*  x 

quod  reucra  exhiberi  jpoteft.  Prodeunt  fcilicet  cafus 
iutegrabiles  liipra  indicati. 

. m • • . 1 

Scholion. 

104S.  Cum  pofuerimus  yzfVdx  exiftente  V 
fundione  quacunque  ipfarum  u et  x , quarum  au- 
tem in  hac  integratione  fola  x vt  variabilis  trada- 
tur , non  opus  eft  ablolute  integrale  ita  determinari, 

P p a . vt 
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Tt  euanefcat  poftfo  xtzo  , fed  fuerit  vt  certo 
quodam  cafu  x ~ b euandcat , quo  ftd ) fi  porro 
ponatur  * r=za  , vt  y acuetur  (u  dioni  cuipiam 
ipfius  u , quam  per  quadraturas  aifignare  licet  , 
quandoquidem  hic  integrationem  formularum  lim- 
plicium  nobis  concedi  iure  poftulamiis.  Atque  hic 
valor  ipfius  y per  u expretius  integra le  exhibebit 
cuiusdam  aequationis  d^ferentio  - different.ahs 

+ Nydu  —\3du  , 

-rbi  autem  necefle  e fi  r vt  haec  formula 

/ix(L(^)^M(.£)-hNV) 

r’  , * 

integrari  adu  poflit , quod  integralc  itidem  ita  cft 
capiendum,  vt  euanefcat  pofito  x—b , tum  vero 
pofito  xzx-a  id  fiat  — U. 

Problema  131.  »• 

104.9.  Si  fuerint  P et  Q,  fundiones  ipGus  ar , 
at  K fundio  ipfius  u , ac  ponatur 

integrali  ita  fumto  vt  euanefcat  cafu  x~b , tam 
vero  ftatuatur  x — a , vt  pro  y prodeat  fund  o 
ipfius  u , inuenire  aequationem  diflfcrentio  - diffe- 
rentialem  inter  y et  u , cui  ille  volor  ipfius  y la- 
tisfaciat.  • 


Secutio. 

) 
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Solutio.  . 

S t t?K  — K'  du  et  dVL'  "K"du  , et  ob 
J=f(K+Q)'?dx  erit  j*=r/*K'tK-hQ>f—  Vdx, 
ac  denuo  diflFercntiando 

( » K//  ( K + Q.  }*-  + »(»- 1 ) K'  K'  ( K 4-  Q. )"”)  ryfc 

\nde  fi  L , M , N denotent  fundtiones  ipfios.  u , erit 
haec  exprcdio  Lf*?  M^-4-N>=/P^(K+q)"-X 

(N(K+Q.),-i-»MK'(K+Q.)  + «LK"(K  + Q.)+«(«-i)LK,KO 

5TP*(K+Q. )"-*  $ N K K +h  M K R'+ » 1>K  K"+ »( » - 1 ) L K' K? 

(+2NK(^+»iVIK'(^+»L  K"  N > 

quae  cum  debeat  efle  integrabihV,  ftatuatur  integrale 
— R(K-+-QJ*— '-HConft.  ita  vt  euanefeat  pofito  v# 
ante  * — vbi  R fit  fun<5t  o ipfms  x tantum. 

Cuius  formae  differentiate  quia  eff 

( K -*- (£)*-’(  K</R4-QyR4-(«-  1 )R</q ) 
oportet  fit : 

( N K K + n M K K'+ n L K K"+»( »—  1 ) L K'K')  Vdx 
+'2NK-t-«MK'+»L  K" ) P Qdx + N P QQdx 

zKd'R  + Q</R-t:(w_  1 ;R  dQ 

Hic  ergo  duplicis  generis  termini  adefle  debent,  alii 
ab  u plane  liberi , alii  vero  fur&ione  K aftetfi  , 
quos  deinceps  fcorfim  aequari  conuenitt.  Hunc  in. 
finem  ponamus: 

NKK  + /»MKK'+»LKK',4-*''»-  t )LK7K'-A+«K 
2 NK  + nMK'+/iLK".r:IHi3K  et 
N = C-f-vK. 

Pp  3 Ex 
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Ex  binis  prioribus  elidendo  M colligitur : 
-NKK+»(»-i)LK/K/=A+aK--BK--f3KK 
vnde  ob  N~C-|-yK  concluditur 

T A -4- ( a — B ) K — ((3— C )K  K -+->  K* 

— n ( n — i ) K'  K' 

hincque 

M *+3lf-i  N K — n L K'. 

— n it- 

ita vt  ex  fundione  K litterae  L , M et  N deter- 
minantur dum  A , a , B , (3  , C , y conflantes 
quascunque  denotant.  Nunc  autem  fupereft  vt  effi- 
ciatur : 


(A-*-<xK)P</*-t-(B4-f3K)P  Qdx-t-  (C4-yK)PQQA 
=KrfR-t-QrfR-H«- 1 )R</Q 
vnde  duplicis  generis  terminos  feorflm  aequando  fit 
P</x(A-+-BQ-4-CQQ)=:Q//R4-(a-x)RiQ. 
?dx  ( a + (3  Q-f-  y QQ ) — </R 
ideoque 

a-4-  bq.-^coq.  — n ( * — 1 1 r a a r»„ 

« + (jQ.+  vaa — VH j-R- — leu 

Lb—  ’ )*J  Q.  — A-t-f  B — a)Q-4-cc  — P)qq—  va’  ere0 
dR  a + jiii+Xiii  ° 

— ..  < n—  » )dQ.(a-i-  Pd-t-V  Q.Q.) 

R A-h(  b—  a;q_i_(  c — (3)o.a—  yoJ 

vnde  ex  fundione  Q fundio  R definitur : tum 
erit 


vero 


Fdx- 


fn  — i)R  dq 


« j q.-h  ( c - p raa-  n.'- 


Abeat 
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m 


Abeat  iam  integrale  illud  R(K-|-Q )"""’  + Conft.  ... 
fundionem  U pofito  x~a  , ac  valor  initio  adunatus 

(»—  1 )R</Q(K-4-Q.)n 
A+(B— a)Q-H(C— yQ,* 
erit  integrale  huius  aequationis  differentio  - differen- 
tialis : 

L ddy  M dudy  Nj  du  — U du. 

C o r o 1 1.  1. 

^ + . . 
eritaue  pro  K fondione  quacunque  ipfius  u affumta* 

R^fK-j-yy*  • n 

y cz[n—  1 )f  a)y-i-CC—  p)yy—Y* 

i„  quo , iutegtali  « P06'0  1=4  eU1“' 

Ceu,  deinceps  flatui  debet  *_"■ 

C o r o 1 1.  2. 

105,.  Ex  fundione  autem  K aequatio  difc- 
aiflfrrentialis  ita  formatur  , “Vt  iit 

* = *=*&=*** 
L—  tddK  t M — C-q-YK* 

‘ V"  - Deinde 
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Deinde  in  expreflione  R(K+*r*+Conft.  i«  «- 
vt  poCto  * = * enanefcat  , ponatur  * 

et  tundi  io  ipftus  a inde  refultans  vocetur  , 
que  aequatio  differentio  - differentialis  ^ 

1ddy-\-todudy-Jrftjdu—Vdu . 

C o r o 11.  3- 

io 5 a.  Si  expreffio  RlK+x)^+Conlt  Jta 

» crarafeu  ^rr^^aUiu 

vthoc  eueoiat,  fiinnula^proj^  aTurr.c, 

'-fiaia^^1^Problema  152. 

‘ 1053.  Si  fuerint  P,  Q fundtiones  ipfius  .v,  at  K 
fundtio  iplius  a,  ac  ponatur  j—feK  aP</A‘,  integrali 
ita  fuirito  vt  euancfcat  cafu  x~b  , tum  vero  po- 
natur x"a,  et  y aequabitur  fundtioni  ipfius  a,  quae 
fatisfaciet  cuipiam  aequationi  differentio  - differentiali , 
quam  inuenire  oportet. 

Solutio. 

Cum  lit  y—feKCL?(tx  erit 
^=r/^QK'P Qdx,  et  g =/ fKQPalv(K//Q+K/K/ Q Q.), 

vnde 
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▼ndc  fit 


Lddy 

dii* 


+ +N^r/^Qp^r(N+MK/Q+LK//Qf  LK'K'QQ) 

cuius  integrale  ftatuatur  eKaR  + Conrt.  quae  exoreffin 
euanefcat.  pofito  x~b  , fierique  oportet 

^RH-KR^Q^P^nt  , v— ^-hLK")Q.-fLK/K/qQ) 

et  ob  rationes  ante  allegatas  faciamus 

LK'K'=A-t-aK  ; MK'-+-LK"zd3+pK  ; N~C-t-yK 


eritque 


L=a-^l5  et  M=B- 


L5Z 

K' 


atque  obtinebimus  has  aequationes 
dR  = ?dx  ( C H-  B q-4-  A QQ) 
RdQ=Pdx(y  H-PQ.4-  «QQJ 
Tnde  colligitur 

«j_r  dq(  c-b  * q~u  a qq) 

R q-^Pq-f-aaq 

inuentaque  fundlione  R erit 
P dx. — Q- 

ita  vt  fit 


Q.+  «aa 


v — r ^ d q ^ 

^ ' f+R+aao.’ 


r«/.  //. 


Qq 


Si 


1 
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Si  Um  «preffio  f'lR+Con/i.  polito  *=» 
i„  funflionem  U,  «quatio  digeremio  - dift«uuali. , 
cui  hoc  integrale  conuenit,  erit 

\Jdy-irWLdMdy-)rNydu  —VMu  . 

\ * * 

^orolL  i«* 

105+.  Hic  pro  Q,  fcriberc  licet  jc  it  auic , 
vnde  fit 

d_R aac(C.4-X«-+-A«*)  et  y~feXX' L4* . 


et  U oritur  ex  forma  c* x R-f-Conft.  pofito  x~a- 
Valor  autem  ipfius  R , pro  ratione  coefficietuium 
« , ,p  , y varias  formas  induere  poteft. 

Coroll.  2. 

X055  Pro  K autem. quaecunque  fun<ft:o  ipfius  u 
accipi  poteft,  a cuius  indole  aequatio  diflerentio  - dif- 
ferentiatis pendet.  Erit  autem  L — 4-±g-£du  ; 

--  « n=c+yk, 

▼nde  aequatio  differendo  - differentialis  eft 

[Coroll.  5. 


to$6.  Cum  hic  etiam  u ex  calculo  excedat , 
perinde  eft  cuiusmodi  fun&io  eius  pro  'K  affumatur, 
^uin  etiam  fine  detrimento  amplitudinis  poni  poteft 

K -u, 
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K—U  , dummodo  ratio  clementi,  quod  conflans 

afluuntur  , habeatur. 

% 

Scholion  1. 

1057.  Si  ergo  fumatur  K=ra,  atque  ele- 
mentum du  fumatur  conflans , vt  fiat  (idYL—o , 
hinc  ifta  aequatio  conftrui  poteft  : 

C_L±|Jui2  -+-(C-f-y#)jy=.U 

exiftente  U eiusmodi  funtfione  ipfius  u , quam  de- 
fcripfimus.  Simili  autem  modo  ex  praecedente  pro- 
blemate conftrui  poteft  haec  aequatio 

( A— (B— a)«-KC—  fi)uu-\-yu)  +(n— i)(B— (aC— |3)»-ay«a)^2 

-+-«(«—  1 ;(C -\~yu)j=z.  U 

quae  aeque  late  patere  eft  cenienda  , ac  fi  funftio- 
nem  quamcunque  ipfius  u loco  K fcripfiflemus.  Hinc 
enim  loco  u fcribendo  fundtionem  quamcunque  ipGus  t 
ac  dt  pro  conflante  fumendo  omnes  illae  formae  de- 
riuari  poflunt.  Ex  quo  haec  aequatio  multo  latius 
patet  illa  , quam  fupra  in  genere  per  feries  infini- 
tas refoltiimus.  Plerumque  autem  hae  aequationes 
ita  funt  comparatae  , vt  carum  integratio  aliis  me- 
thodis expediri  haud  poflit , quocirca  haec  methodus 
omnino  digna  videtur  , ad  quam  vlterius  excolen- 
dam Geometrae  omnes  vires  intendant. 


Q.q  a 


Scho- 
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:-i>  • ; Scholion  2. 

1058.  In  inueftigatione  huiusmodi  conftruftio- 
num  ita  fum  verfatus  , vt  primo  quafi  per  conie- 
«fturam  formulam  quandam  differentialem  /Vdx-y , 
in  qua  V erat  certa  funftio  ipfarum  a et  x , vbi 
gutem  a vt  conflans  fpcdlabatur  , affumferam,  inde- 
que  dato  ipfi  x valore  tributo  pertigerim  ad  ae- 
quationem differentio -differentialem  inter  a et  y , 
cui  formula  illa  aflumta  fatisfaceret.  Hic  autem  ob- 
feruandum  eft  illam  formulam  integralem  non  pror- 
fus  ab  arbitrio  noftro  pendere , fcd  certa  quadam 
indole  praeditam  efle  debere  , vt  euolutione  fadta  res 
- perducatur  ad  aequationem  differentialem  fecundi 
gradus.  Quamdiu  autem  hanc  ele&ionem  foli  con- 
ie&urae  permittimus  , perpaucae  huiusmodi  for- 
mulae menti  fe  offerunt , quae  ad  fcopum  propofi- 
tum  perducant : multoque  minus  fperare  licet , vt 
hoc  modo  vnquam  ad  datam  aequationem  differen- 
tio - differentialem  perueniamus  , cafuique  potifli- 
mum  tribuendae  videntur  conftrudtiones  , quas  hic 
tradidimus.  Cum  igitur  longiffime  adhuc  fimus 
remoti  a folutione  problematis , quo  propofita  qua- 
dam aequatione  differentio  - differentiali  quaeritur 
formula  illa  eius  integrationem  fuppeditans , quod 
problema,  an  vnquam  folutionem  fit  natfturum,  ad- 
modum incertum  videtur;  eo  magis  opera  eft  ad- 
hibenda , vt  faltem  pro  cafibus  particularibus  inue- 
ftigationem  formulae  integrantis  ex  indole  aequatio- 
ni* 
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nis  propofitae  deriuare  conemur  , ficque  quodam 
modo  viam  ad  folutionem  dircdtam  paremus.  Ad 
hoc  autem  feries  infinitae  , per  quas  huiusmodi  ae- 
quationes fupra  re  oluere  docuimus,  vtilitcr  adhiberi 
poffunt  i vnde  in  fequenti  capite  methodum  ex- 
ponam ex  fcric  infinita  folutionem  cuiuspiam  ae- 
quationis difflrentio  - differentialis  continente  , for- 
mulam illam  integralcm  inueftigandi. 


Qq  3 CAPVT  XI. 
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CAPVT  XI. 

D E 

CONSTRVCTIONE  AEQVATIO- 

NVM  DIFFERENTIO  - DIFFERENTIAL1VM 
EX  EARVM  RESOLVTIONE  PER  SERIES 
INFINITAS  PETITA. 


Problema  133. 


P 


1059- 


ropofita  ferie  infinita 

in  qua  fit  B-  nr^-feA  , < — .—-in*5’  u- 

ct  in  genere  b M , eius  fummam  per 

formulam  integralem  exprimere. 

Solutio. 

Ponatur  fumma  quaefita  ~z  ita  vt  fit 
jr=A-f-Bj-}-C  r,-4-Dr*-4-....4-Mr'— + N/+  etc- 
eritque  difftrentiando : 

iif=oA+rBr4-2Cr’+3  Dr,+....+(/-x)Mp,+*Nx'etc. 
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ex  cuins  combinationc  cnm  praecedente  oritur  t 
^+hz=hk+(m+h)Rs+[  im+h)Qs'+ . .. . +(fi-i  )m+h)M 

-\-[im+b)  Nr1  ctc. 

Deinde  vero  etiam  fimili  modo  cft 

^^+ixz*A4-(»+i)Br+(aa+.i)OV..^+fCr-i  >4-k)M/-’ 

«rgo  ob  ' 

{a+iJUrcH,  V---  . - 

»«rf*  -t-  kz — b\+h\s+-{m+b)Bs'+(2tn+b)Ci  +etc. 

d* 

tnde  manifefto  conficitur  : 

• ii*  + kx=k A-h  -\-bsz  feu. 

d t 

sdz(n — tu  r)  ■+■  zd  r(fc  bs ) — k A ds 
hoc  eft 

, , zdHh-h,) — k\dj_ 

■u.Z  j ( g — mi  ) < ( n — m * ) 

Cum.  nunc  fit 

— >»)  — kJJ  -t-  L? lilii  , 

i(l-mi)  BI  ^ « ( n — mi  ) 

aequatio  ifta  integrabilis  fit  multiplicata  per 

■j  n'b  — m ♦ 

s*  ( n—ms)  m * prodi tque 

bO-bU.  * *_-l  , 

•(H—  ir;)  *■  r" xrr Ak/x*  ds[n-ms) 

quod  rategrale  ita  xapi  oportet,  >t  pofito  s^Q  fiat 
xzzA^  quo  «bferuato  habeb  mus : 

* mk-nb  k_j  !*=»*_*. 


. Si* 


C A P V T XL 

C o r o 1 1.  i. 

1060.  Peculiari  folutione  eget  catus  mzzo^ 
quo  fit : 

d~ _i-  *n  — iii* . 

k_  ~ b * 

quae  per  snc  a multiplicata  praebet 

— *_»  fc  —h}  *_i 

e n s*x~¥fc  " *n  — — 

*_»  — ftt  * 

z—±±ensnfe  n sm  ds 
integrali  ita  furato  , vt  fiat  pofito  ,r=:o. 

C o r o 1 1.  2. 

xoffi.  Cafus  etiam  n~ o feorfim  refoiui  de- 
bet , aequatio  enim 

fc  fc_ 

multiplicari  debet  per  smcm\  et  inuenitur  integrale: 

k_  b -1  t—2 

- ***  Smz—-~t~fentsm  d s ideoque 

- v'  T*  ■=*  ± &_2 

z—-^emlrm{cm,sm  ds. 

* 

• - • / 

. . ■ v Coroll.  j. 
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}I3 


1062.  Si  fuerit  et  m — o et  = ob 
M feries  noftra  erit  geometrica,  aequatio  vero 

noftra  erit 

zds[k—bs)zzAkdt  fcu  zz= 
vti  natura  rei  manifefto  poftulat. 

Scholion. 

1063.  Imprimis  hic  cafus  notari  meretur  quo 
eft  k~o  , et  fumma  z fine  figno  integrali  exprimi 
poteft ; erit  namque 

h 

{n—ms)m  zzz  Conft. 

b 

et  quia  fi  /r=o  fieri  debet  zz rA  erit  Conft.r  Anm 
ideoque 

z~\nm(n—ms) m feu  *=:  A(rrsn  )™ 
rei  etiam 

- b 

z— A(  x — ~l)  ** . 

At  vero  integratio  etiam  fuccedit  cafu  quo  kzzn 
erit  enim 

b 


A— r 


( n—ms)m  sz~An  /ds(n—ms)' 


a 


quod  integrale  eft  Conft. 

Vol  II.  R r 


A » ( n — mi)«i 
b— m 


— X 


et 
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et  quia  pofito  x_o  fit  2“  A,  erit  o — Conft.—  m,n  } 

hincque 

■ b — r I-- 

a n n « _ i ) — — f( i — — * ) m-i) 

% — ( h nf)  i'  ' n — mt  '■  ' (6-mji  ' ir 

Porro  perfpicuum  eft  , integrationem  expediri  poffe 
cafu  k — 2ti  quo  cum  fit 


*L «* 

~ sTZ  — iAnfsds(n-ms) 
erit  hoc  integrale 


* -3 

m ^ 


*-* 

\m 


=Conft.  - ‘-f-  bi±L-fds{n-ms) 

' ft 

. — a 2 A nln — tn s')m 

=Conft.- j ~LL(n~mt)m  — 77 rrr 

b — imV  / (/&  — OT)(0— 2* 


--  2. 

1W* 


*-I 


▼bi  Conft.=: 


b_ 

sA»n 


’(£-»»)  {b-a.m ) 


[h— m)[b—  2m) 
, ideoque 


— . rt 

~ . — itui  . //  « . m ( h — , m )<  \ , 

(6 — m)(b — jm)ii  vVn— mi  ) n , /* 

fimilique  modo  etiam  integratio  cafibus  i— 3«* 
k—  + n etc.  abfoluetur. 

Problema  154. 

1064.  Propofita  huiusmodi  ferie  infinita  : 

A3H-B35«+C  .... +M  W-’+3f?N«’+  etc. 

• coeffi- 
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coefficientium  lege  exiftente  • -i 

B=^AiC=^B;  D=gfC H=feg*M 

®=s^*ie=^»i©=^f€ 

eius  fummam  per  formulam  integralem  exprimere. 

Solutio.  - : 

Pofita  fumma  • 

j'=A2H-B55«-f-Cfftt'-+-D©a,-t-ESa*-|-etc. 


confideretur  feries  hoc  modo  formata: 

z “ A -+-  B u x C u x'  -f-  D u * x ’ -h  E u*  x* -+-  etc. 
cuius  fumma  pofito  ux=s  eft  vt  modo  inuenimus : 

k wk — nft  *_I  a6 — m>  J 

x~Aks  9 (n—ms)  mn * fs'~  ds(n-ms)  mn 
integrali  ita  determinato,  vt  pofito  ;~o  fiat  z~ A’ 

— * ' ■ ? ■ . • i » 

Formetur  huiusmodi  formula  integralis: 

V zzfPzdx  = f?dx{  A-f-  B u x + Cu  x1  + Da V+  etc.) 

In  qua  u fpedetur  vt  conflans  , pro  P autem  eius-» 
modi  funftio  ipfiUs  x accipiatur  , vt  fiat 


/ ?xdx~  ® fPdx  -,f?x'dxzz  | JPxdx\  fVx'dx~  | /P xdx  etc. 

• ’»  * li  1 ' •; 

poftquam  fcilicet  in  his  integralibus  data  lege  fum- 
tis  variabili  x datus  quidem  valor  fuerit  tributus. 
Cum  igitur  hinc  fit 

/Vxdx^  ® f?dx  J?x'dx=:  § f?dx  ■ fVxdx-  J /P  dx  etc.  ' 

Rr  2 erit 


3i 6 C A P V T XI. 

erit 

V=r(AH-y5.«-f-cf-!#,-*-D^«,-l-  ttc.)f?dx 

vade  patet  fore 

«v  — v/pgJ* 

J — jtd.Jt  jrdx  * 

Quare  cum  valor  ipfius  z fit  cognitus , tantum  fu- 
pereft  , vt  fun&io  P ipfius  x conditionibus  memo- 
ratis praedita  inueftigetur.  In  genere  autem  efie 
oportet 

quae  aequalitas , cum  fufficiat  vt  tantum  certo  quo- 
dam cafu  quo  ipfi  x datus  tribuitur  valor,  fubuftat, 
ponamus  in  genere  efle 

ita  vt  pro  terminis  integralibus  fit  Q~o.  Difle- 
rentiando  ergo  habebimus 

(*>+  $ ) ip.- p -Hi)p  ***'  dx  + xVQ+iV-Q/x 

fcu  per  jc*—'  diuidendo : 

( iv  -h  0 ) P x d x = ( i> - p 4-  >| ) P dx -f-  x d Q-+-  i Qdx 

* - t • 

quae  aequalitas,  cum  pro  omnibus  valoribus  ipfius  i 
aeque  fubGftere  debeat , hinc  duas  adipifcimur  ac- 
quationes : 

KP*</*=pP</*+Q<**  et  dPx</jf=(>i-ix)P^-l-JriQ 
»•  1 vnde 
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▼nde  duplici  modo  colligimus : 

?dx~  31*  et  P dx~t — 

fic<jue  alterum  valorem  per  alterum  diuidendo- 

5i3-  — •£±£=3  feu  ±a_  a. {#*+*_  „1, 
a«x  »*-*  a — — STTi^Tj 

quae  euoluitur  in 

^ M»  U ( *X  — n) 

hinc  integrando  elicitur : 

. x fJLrJLf-UT  . 

(rx-fi)  *'  + inConft.  • 

' • 9. I I fi  — T)>  . _ 

!«i  Q.--**  (fi-rx)  »'  ^ 

vnde  fit  ' 

l_J  <»■— Tl» 

P dx—xP  dx(\k— v x)  **  . 

Cum  igitur  fit 

(*+*)  AP^rKi-i^+vi)  /W-V*-* 

fi  haec  integralia  ita  capiantur  vt  euanefiant  pofito 
x— o,  tum  vero  ftatuatur  , fiet  vti  hypo* 

thefis  nofira  pofiulat 

/p  xVx=a=#?3yr*-'<tx 

at  Tero  ia  hunc  finem  neceffe  eft  Tt  fic 
<+’-i>0  et  + 

5 Quae 
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Quae  conditio  fi  locum  habeat , feriei  propofitae 
fumma  ita  exprimetur  , vt  fit : 

»L r 1—1 

dx{\ X.-VX)  *'  zdx(^-vx)  *» 

exiftentc 

_ t — r.b  j nb — mk j 

z = A ks~(n-ms)  mn  fs'  ds{n-ms)  m" 

integrali  hoc  ita  fumto,  vt  fiat  2 — A pofito  / — o. 
Hoc  autem  integrali  inuento  pro  s fcribatur  ux  , et 
hoc  valore  ipfius  z in  illa  formula  fubftituto  quan- 
titatem u tanquam  conflantem  tradari  oportet,  quoad 
illae  integrationes  lege  praefer ipta  fuerint  abiolutae , 
tum  enim  pro  y prodibit  fun&io  ipfius  u fummam 
feriei  propofitae  exprimens. 

Coro  11.  1. 

1065.  Quia  in  geminatis  coefiicientibus  noftrae 
feriei  fimilis  i lex  progreflionis  afluantur  , fingulas 
feries  A , B , C , D etc.  et  91 , S3  , £ etc.  inter  fe 
permutare  licet  , vnde  hoc  methodo  duplex  formula 

fummam  feriei  exprimens  obtinetur. 

» * . 

Coroll.  2. 

( • '• 

t 

1066.  Etfi  fun&io  Q non  in  calculum  in- 
greditur , eam  tamen  nofle  oportet  , quoniam  ex 
eius  indole  termini  integrationis  conditui  debent , 

l 1 - 1 it* 
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ita  v t pro  vtroque  fiat  Q=o.  Hi  fcilicet  termini 
funt  ar— o et  arert  dum  fuerit 

H-£  — i>o  et  4- x s 0 

H ^ 1 * r u t 

✓ • • ■ • . . j 

\bi  /'  eft  numerus  integer  pofitiuus. 


Coro II.  3. 


1057.  Pro  fundione  Q cafus  quo  vel  p,  — o 
vel  v—O  feorfim  funt  euoluendi.  Priore  quo  pro  eft 

13-— ‘ dx(»x  — rp — IJ  x_r)dx  < 

Q.  — TT  *Tx  * vnde  h£ 


4_  i . . 

Q = e’*  a7. 

Pofteriori  quo  xrro  eft 

d Q-  — d x ( t x-t-n — r)j Id  x . dx 

Q.  —liX  H 7\~  n • x 

ideoque 

. ■ ~tx  1 — 1 

* x*  . ■ 

Scholion. 

io<58.  Conftrudtiones  hoc  modo  adornandae 
prorfus  fimiles  funt  iis  , quas  capite  praecedente  tra- 
didimus , cum  res  etiam  ad  formulam  integralem 
huiusmodi  f\dx  reducatur,  in  qua  V eft  fundtio 
binarum  variabilium  u et  x , quarum  illa  autem  u 
in  ipfa  integratione  conftans  reputatur,  poft  integra- 
tionem vero  ipfi  x datus  quidam  valor  aflignatur. 
Verum  tamen  haec  conftrudio  ad  cafus  in  fuperiori 
methodo  non  contentos  extenditur , quandoquidem 


I 


4*0  C A P V T XL 

fieri  poteft , vt  quantitas  x fundicmes  maxime  tr»» 
fcendentes  inuoluat.  Viciffim  autem  Ytditnns  , me- 
thodum praecedentem  ad  eiusmodi  aequationes  appli- 
cari poffe  , quae  per  feries , quales  hic  tradamus , 
euolui  nequeant  , vnde  in  Analyfm  ex  hoc  fonte 
haud  contemnenda  incrementa 'hauriri  polle  videntur. 

Problema  135. 

..  • 1 . 

1069.  PropoGta  aequatione  differentio  - difle- 
rentiali 

xx(a+b  x')ddy  + (c  -\~cx')dxdy  -^(f+g^ydx*— o 
-valorem  iplius  y per  formulam  integralem  conllruere. 

Solutio  I. 


Hanc  aequationem  fupra  [96 8.)  ita  in  feriem 
euoluimus  vt  pofito 

y = **(  A-f-  Bx*4-Cjr,n-1-Dx,*4-Ex**etc  ) 

primo  exponenti  X tribui  debeat  radix  huius  aequa- 
tionis X(X- i)a+Xc-hf=zo  , tum  vero  pofito 
hreuitads  gratia  X(X—  i)6-f-Xr-q-g  = b fit 

B — —± A 

n ( na-f>  ( 1 X — i:ja-+-e) 


p — «»6  — ( » X — 1 ) n t — n e — b Tj 

” 7 11  ( 1 » 0 -+-("TX—  1 ) a c ) 

— — ♦ nnft  — i(iX  — 1 ) x 6 — 1 « f — b r' 
i»(u«  + (>X-i)i  + c)  -V" 


ideoque 
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ideoque  illius  feriei  pofitis  binis  terminis  contiguis 
indefinite  N x'1,  generaliter 

M — — ( i—  i 1»  n u b — ( i K—  i ) (i  — i )nb-(i  — i |»(  — b tlc 
fh  fin  a‘-+-  ( * \ — i ) o -+-  c ) 

■vbi  cum  denominator  iam  habeat  fa&ores  , quales 
ante  affumfimus , numeratorem  quoque  in  fattores 
rcfoluamus  , quo  nihilo  aequali  pofito  inuenitur 

(w)n=-K1X-i)-i,+  £ - \) 

feu  (i—  i)n— — a X. — ij— h dr 
Ponatur  breuitatis  gratia 

V[{b-ey-^bg)—q  , 

vt  fit 

(i-x 

et  noftra  relatio  fiet 

-((i- 1 )nb+\{  e X- 1 )b-\-\e-lq)(ii- 1 )nb+\(  a X- 1 )b+U+lq) 
. — 2X- 

Ponamus  iam  xn—u , et  feriem  inuentam  ita  rc- 
praefcntemus  ' ’ - 

■4  — ASM-B^w+CCkV + M551  «,-'+N9Jtt,etc. 

x* 

borumque  duplicium  cocfficientinm  lex  ita  fe  ha- 
bebit : 

(/—1  )nb+l[  2^—1  )b+le—\q  ] 

— inb 


N= 


M et 


__  (i- i)»6-4-‘(aA-i  )b  + je+\q 


Vol.  II. 


Ss 


Cum 
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Cum  igitur  haec  feries  fimilis  fit  ei , quam  ante 
conftruximus  comparationem  inllituamus , et  habe- 
bimus : 

m-nb  ; i 

nzz—nb ; et  kzz o 
l*.zznb;  ^—1(2^—  x)b-\-\e-\r\q 
y—na  et  1 )a-hc. 

Primum  ergo  quaeramus  quantitatem  z , et  ne  lit- 
tera x ambiguitatem  creet , loco  litterae  x in  prae- 
cedente problemate  vfurpatae  vtamur  littera  t fit- 
que  ut—s  , et  quia  eft  k=zo  , erit  per  §.  1064.. 

-4A— iit— f-H?  — 

2=A(i+0  **  =A(i+ar)  >ni  . 

Hoc  valore  inuento  tradetur  in  fequcntibus  integra- 
tionibus quantitas  u \t  conflans,  et  cum  quod  fupra 
y 

erat  y hic  fit  , et  / quod  fupra  erat  x , erit 

y _ r !±±Z!V  5 — 1 


\bi  cum  fit  w=rxn  hic  valor  ftatim  pro  u fcribi 
potcft  , \t  fit 

r — .(  »X  — » )b -e-hg 

*=A(i+**0  a"6 


et  in  his  integrationibus  littera  * vt  conflans  fpc- 
dari  debet.  Qiiodfi  autem  fuerit: 

et  H-  *>  o 

haec 
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haec  integralia  ita  capi  debent,  vt  euanefeant  pofito 
tzzo  , quo  fa<flo  ipfi  t tribui  debet  valor 

Cum  vnitas  fit  minimus  valor  ipfius  t , fufficit 
vt  fit 

, tum  vero  ,«>0. 

Nunc  vero  cum 

2)_I  »n  — >1» 

ft*  dt(\x-vt)  ** 

fiat  quantitas  conflans,  proj'  autem  eius  multiplum 
quoduis»  noftrae  aequationi  aequae  latisfaciat , eius 
integrale  ita  exprimetur : 

!_  1 <n  — >1» 

zdt[[k~vt)  ** 

~ # . .j 

exiflente 

— ( » X — 1)6  — t-i-4 

z=:(i+xnt)  iab 

S o 1 u t i o II. 

1071.  Si  coefficientes  geminatos  inter  fe  per- 
mutemus , vt  fit 

m — nb\  b—  i(aX—  i)b-\-\e-\-\q 
n n na  ; kzz(zK--i)a~\-c 
\x  — nb‘,  'vj=ri(aX  — i)b-\-\e— lq 
y——nb;  Q—o 
fumaturque  X ex  aequatione 

X(X  — x)a4-XrH-  f—o. 

Ss  2 


Primo 


3a4.  CAPVT  XI. 

Primo  ponatur  **f=x  , et  quaeratur  2 vt  fit: 

_k  mk-nh  *_  j llrL1!*— 1 

*=Aix”(»-rax)  ma  /x"  ^x(«-«x) 

integrali  ita  definito  , vt  pofito  xrzo  fiat  z~A  , 
qui  quidem  valor  A eft  arbitrarius , tura  fpeftata  x 
yt  conflante  erit 

l—l  iJLzzJL> 

jzz.C&fP».  zdt(\k— yt)  •** 

integrali  ita  fumto  rt  euanefcat  pofito  t — o;  tura 
vero  fiuflo  t~$,  fi  modo  fuerit  ji>o  et  i-£>>o 
ob  0—Ojvbi  notetur  z per  hanc  aequationem  diffe- 
rentialem  definiri 

da  . — At  — z(  t — 6») 
it  *(  n — ms) 


Solutio  III. 


1072.  Per  feriera  defcendentem  aequationem 
propofitam  ita  refoluimus  vt  pofito 

j—  **  ( A 4-  B x~n  C x—*n D x~,n  4-  etc. ) 

exponens  X definiri  debeat  ex  hac  aequatione 

X(X—  1 )b-\~'he-\-g—o  , 

tum  vero  pofito  X(X—  i)fl-hXx+/— h , fit 

B — —_A A 

— *(«6  — (iX— .)6-e) 

r . — — 11  n q — f-  ( aX — 1 )aa-t-nc  — h TJ 
1 n(i  n6  — ( a X — 1 )b — e) 

et  generati  m 


M — — <1— i)«mn4/A- thu-U—  Qim— b M 
iMmt— <»A—  >X>—  r) 


quae 


Digitized  by  Google 


c A P V T XI 


3*5 

quae  aequalitas  polito  V(C«-0,-4«/‘)  =t>  ita 
per  fo  (flores  exhibetur  * 

»na(  inb—{2\—i  )b—e) 

Quodfi  iam  ponamus  ar“— a,  et  talem  feriem  con- 
ilituamus : 

^-ASl+BSBa-l-CCtt’4- + etc. 

. — i)a— \c— \p 

erit  Nrr- L 1 — tc  M 

— tna 

et  a-(^»«-i(»3^»)»-if±jrat 

7 V 

habebimus  comparatione  in  Ili  tuta , cum  conftru&ione 
generali : 

m — na  ; b~—\(i'K—i)b—\c—'lip 

nzz—na;  et  A— o 
ix.  = na  i ”»|~ — i(2^— 1)«— 
v —nb  i b=z—(a.\—i  )b—e. 

Hinc  polito  s—ut—x~nt  erit 

-ft  -» 

zrr  A(i+x)  m =A(i+a,_";)  ”* 
quo  valore  inuento , fi  iam  fola  quantitas  / pro  va- 

• I !l!  -I a«.ii  . A — . . /1 . * 


J ' * 

piabili  habeatur  , orietur  haec  confiruftio  : 

1 _ I lU-Vjl 

S*  3 


vbi 
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•vbi  termini  integrationis  ita  funt  conftituendi  Yt 
Ytroque  fiat 

11  r 

^(y.-vt)  =o. 

Solutio  IV. 

10*73.  Hic  etiam  coefficientes  geminati  per- 
mutari » poffiint , it  fit*. 

tn—na  ; — i(aX--i)fl—  \c-\-lp 

n—nb  $ fc— — (2X— 1)6— * 
p.  —na  ; v\~ — s(aX — 1)a — *P 

y——na\  Qzzo 

fumtoque  Yt  ante  X ex  aequatione 
X ( X — i ) b -f-  X c g cz  o 

et  pofito  ^ s—x^ty  et 

quaeratur  z ex  hac  aequatione  : 

d a At  — z (k — bt) 

dt  «(■ — mi)  ' - 

ita  vt  pofito  szz o fiat  z— A,  vnde  fit: 

—it  mt — i b t j nh—mk j 

2 — Afer  '(»-«;)  *•  /■j*  ds(n—ms)  mn 
tum  vero  fpedata  x Yt  conflante  erit 
__  j ~ Iu.  —11» 

.vjfcrC t*  zdt(\k  — vt)  *■' 


\bi  bini  termini  integrationis  ita  fumi  debent , vt 
irtroque  fiat 


n *.*- v. 

^({A  — vt)  ** 


■M 


= 0. 


Scholion. 
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Scliolion. 

1074..  Singulae  hae  conftrudiones  plerumque 
pluribus  modis  exhiberi  poflunt , cum  non  folum  X 
duplicem  valorem  habere  queat,  fed  etiam  formulae 
radicales  p et  q figno  ambiguo  gaudeant.  At  h;jc 
conflru&ioncs  alio  modo  negotium  conficiunt  atque 
praecedentes , quod  quo  clarius  appareat , confidere- 
mus aequationem 

xx[  1 — xx)ddy—x{  i-\~xx)dxdy->rx xydx1  — o 
ita  vt  fit  a—  1 , b — —i , c~  — 1 , /m— 1 , f—.o 
et  gm  , atque  nzzz  , vnde  pro  duabus  prioribus 
confiruftionibus  habetur  X(X-i)  — X~ 0 , ergo  vel 
X— o vel  X ~ 2 , tum  vero  ~ 2.  Conftruftio 

ergo  prima  dat:  X — o , m~—  2,  1,  n—  2, 

i— o , jjcz=—  2 , -4-  1 , k~2  , fzsr-r- 2 , vnde 

colligitur 

et y — 1 zdt[i-\-t)^- *~I. 

Valeant  figna  inferiora  , vt  fit 

*=V(i-4-*«) 

Quae  formulae  quomodo  fatisfaciant,  videamus.  Sumtji 
nempe  fola  x variabili  , fit 

dz  xt  ddz  t 

77 


dx  V(  J 


tt  . « — 


hinc 

dy 


xtdt 


t’(i+t)\i+xxty 


ddy 

dx' 


««  "^=C/T 


(1-+-  xx  ty 
tdt 


i+xxf)" 

vnde 
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irnde  conficitur 

ddy 


dy 


xx(  I -xx)~,  -x(i+ xx)jx  -t-xxyzCf- - 


xxdt(t-xxtt) 


*5(x-H)*(i-+-xtf)s 


cuius  formulae  integrale  eft  v ( , 4-Ci* » «Yj  i ‘I0®1 
cum  euanefcat  tam  cafu  t=o  quam  cafu  t=w, 
conftruftio  noftrae  aequationis 


v — cr — cr  d>  v (| -*-**♦> 

J — V/  c 1 -«>r  j vn  j ~ ' J i.  + t)yt(i  + t] 

ita  confici  debet ; fumto  x pro  conflante  integratio 

ita  inftituatur,  \t  integrale  euanefcat  pofito  t — 0, 

quo  fafto  flatuatur  / — eo,  et  fundio  ipfius  \r,  quae 

pro  y prodibit , fatisfaciet  aequationi  propofitae. 


Sin  autem  fecundam  conftrudionem  eligamus, 
fumta  X — o , erit  m~  — i , +1,  »—  2 , 

k—-2  , ix=-2  , >j--=j=x,  V— 2 , 6 = o t at- 
que z ita  definiri  debet  ex  hac  aequatione 

dz  — — 2 A -4-  i ( 2 rt  ‘ ) 

<n  *(»-*-»« ) » 


cxiftente  szzxxt , ita  vt  pofito  r=:o  fiat  zzz A. 
Valeat  fignum  fuperius  , et  cum  fit 

d ~ zd  « ( 1 ■+■  1 ) — A *s 

~ !i(l+I)  !(  I « ) 

multiplicetur  per  v( ' eritque  integrale 


— Conft. — A f — ~ — -r  feu 


Z—A— 


x I 


y c » -f-  * ) 


r- 


■yt  i_ 

i ‘ 


J.) 


B c 


V ( • ■ 


quae 


I 
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quae  poGto  s =:  o dat  z r:  A quicquid  fit  B. 
Deinde  eft  _ . 

~ zdt(x+t)~[  feuj=C 

qui  valor  quomodo  ffatisfaciat  haud  facile  oftendi 

poteft;  hocque  magis  ifta  methodus  excoli  meretur 

* 

* . ...J  . J sis  / . ..  - .1 

i • 

Exemplum. 

1075.  Conftruttiones  aequationis  different  io  - dif- 
fer enti  alis  : 

xx  (1  — xx)ddy— x(  1 +xx)dxdy4-xxydx*:=o 
ex  praecedente  problemate  oriundas  exhibere. 

- * • . \ S - 

Ob  n~  2 , a—  1 , b — — i , f— - 1 , tr-i 
/no  , et  gmi  , pro  prima  conftru&ione  habemus 
•vel  Ano  Yel  Ana  , vnde  habemus. 

1.)  Si  X— o , vt  modo  inuenimus  : 

wr-2j  b—^r  1 i »~a;  Jfcroj  (ulz:  — a ; v)  =r 1 $ 

vn  2 j $——a. 

Tndc  fit 

et  y-Cf  t~i~3~*zdt(x+t)  — , — 1 
ficque  duplex  oritur  conftruftio 

altera  J=V(i+n()  etynC/(_^— . 

• altera  a=  vTriTTT-  ct 
Vol  II.  Tt  2.)  Si 
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2.)  Si  Xzr  a , erit  ob  q—  -b  2 

m~—  2 ; h~—  2 1 ; « — a i Iczzo  ; p.  — — 2 i 

7]  — — 2 + 1 j v—  2 ; 0 = 2 

Tnde  fit'<:  - 

“liti  . 4-x-f-i-x  , , . -i-  j 

zd[i+xxt)  * et  y-Cx  ft  zdt(i+t) 

ficquc  duplex  habetur  conftrutfio 
altera  *=( i±xxi\~l  et ^ = C 
altera  «=r(i+x*0  * et  y — Cx  f y ( i _^ty 


Pro  fecunda ■ conftru&ione  generali  habemus: 

3.)  Si  permutando  illos  indices 

yn  — — 2 j b zz  2+2  1 i nzzz,  k zz  2;  {xrz  2» 

•>}=-}-  1 ; V—x ; 0 — 0 

vnde  pofito  xxt~s,  primo  quaeratur  z ex  hac 
aequatione  ~ — \t  pofito  szz o fiat 

s— A , tum  vero  erit 


Hinc  ergo  nafcitur  duplex  conflrudtio  : 


altera 

d z , — . - 

-iJ  + sIh-!) 

C r zdt 

d s 

»*(  1 — f“  5 ) 

11  J 

V/  V f ( 1 H-l) 

altera 

d z - - 

— j A.  -4-  z ( 2 — S) 

et  v — 

r r*d  1 v t ' -+*f ) 

di  ’ 

l!|'  -1-0 

tL  y — 

V/  t y 1 

4-)  Si 

X”  2 

habebimus : 

m——2 

i h~- 

- 2 -+-  1 ,*  n — 

2 ; kzi  2 ; p.— -2  ; 

-2  -f-  1 

j 2 j 0 ”0 

i ‘ '• 

pofito- 

I 
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pofitoque  xxtzzs,  vt  ante,  quaeratur  z ex  aequa- 
tione : 

i?  : » f ? -t-  ( « -«- ' ) » ) critque 

as  11(1+1]  i 


y—  Cx'ft—  'zdt[i-\-t) 

ideoque  etiam  duplex  conftrudio  elicitur: 

"altera  dz  — tk~  K(  t-+,).  et  v-CarV , 

auera  4t — , ,( ,_^rrp  cc  J J ( 1 -+.  t ) v 1 G+7J 

altera  i? — '*-»(■  + ■')  et  y — Cx*T 

aitera  dt  — u^.+rrj  ct J — 'w'vi(i+d 

Ex  folutione  tertia  colligimus  primo 

— X(X—  1 )— X-t-  1 ro  feu.  XX  — x 

ideoque 

X— +1  et  p — V4—  -1-  2 ; quare 

5.)  fi  capiatur  X=-t-i  erit 

m — 2 5 j n~—2  ; fc  — o ; p.— 2 ; ip-4- 1; 

y=—  2 j 0 — 2 

hincque 

*=(i  +£)— 1 et jzr.Ctft—^zjtii+ty1 
ita  Tt  iterum  duplex  habeatur  conftru&io : 


altera  z^xV{xx+t)  et  yzzCxf  T) 


.r 


altera  z~ 


V (**-+■  r) 


et 


2 d f 


rv»(*n-t/ 


6.)  Si  capiatur  X=r— 1 erit 

n-2  \ ; n~~2  j k-O  { |JL  — 2fljr2  + X{ 

y— — 2 j 0 — — 2 

...  * T t 2 hinc- 
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hincque 

a ,=  ir>±l‘M'+‘) 

rnde  binae  conftrudtiones  fluunt : 

x C . zdtV t 


altera  z~ 


altera  zzn 


V (.v.v-4-0 


et  y—-'f 


i x 


(xx+t)' 


- et  y~J 


x’  V(M-t) 

C ^zdtV(i+t) 


Vt 


Ex  folutione  quarta  denique  concludimus: 

7. )  Si  Xrr-F  * 

f«  — a j + i } n--i ; b2  ; ft-*  ; >1=4-*» 

V^.  — 2 , 0nO. 

Pofito  nunc  f-f.  ’ qiiaerjtur  z ex  ^ accluatione: 

d 8 — i A -t-  Z ( i+O 

d J — “ « • ( « -e*  ) 

•Vt  pofito  r=o  fiat  * = A,  tumque  erit 

yzCxft 2</r(i4--t) 
rnde  duplex  conflru&io : 

: altera  $=.^=5^  tt  y=Cxf^^ 

altera  ^ = « f-Cx/^yr 

8. )  Si  X—  — i,  habebitnr:  : • - 

— a ; A~l+I  j rfZZ—  2j  l-"Ji  K- — ■ 1 ’ 

•n  — 2 -t-i  i x— — 2 i ® — 0 

at 
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at  pofito  -~—s , quieri  debet  z cx  hac  aequatione  i 

a_z  — -4-2  A — j-,)t) 

di  t » ( i -4- i ) “ » 

vt  pofito  s—o  fiat  z~ zA  quo  fado  erit 


1 — * 


ficque  duplex' 
altera  — 
altera  ~ — 


oritur  conftrudio: 

i a — s(  i +n)  et  C f Zdt 

>'('  +!)  ^ a > V 1 { i — f ) 

> A •—  z ( « -f- 1 ) pf.  v C r zdrVf 

»*(*-+-»)  J x ' |,  + r)V(i  + ir 


Omnino  ergo  fedecim  conftrudiones  fumus  coufecutL 


S c h o 1 i o n. 


1076.  Periculum  faciamus  oftendendi,  quomodo 
hae  conftrudiones  , quae  magis  arduae  videntur,  ae- 
quationi propofitae  fatisfaciant ; atque  in  hunc  finem 
eligamus  conftrudionem  pofteriorem  No.  4.  quae 


habet 


dz~\- 


?iil(i+lll  — A i t 
»«(  > -t-*)  *l  1-4-*) 


haec  per  rV(i-f-j)  multiplicata  praebet  integralet 

/*y(l+0=A/yri^rj=«AK(l+/)+B 

r , 5 A | a 

feu  z — — -t-rTTTf-*)- 


Iam  vt  pofito  x = o fiat  zrA  debet  efle  B~-a 
vt  fit 


33+ 
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Hinc  fit 


dz  4 A f 2 A(a+-3/xx) 


ddz 


/x 
1 2 A 


et 


tx 


tx\i-Y-txx)i 

6 A(2+-$/XXH-  + //X*) 

- 5 • 

fX*(*-+-/XX)* 

Cum  nunc  fit  y — Qf^f~rr  crit 

(Jlf  ++C/^H-)+C/^C^ 

hincque 

ar(*-4fx)SS-af(*+**)K*+-*^  = 


C/ 


<//  ,2Axx 


?( 


Ax x ji_+4 1 x * + 3*/**) ^ 

77[7+/) 1 - ^ 

quod  integrale  eft 

— 4 A C x x V ( i + O + + A CxxV(i  -+/). 

yt  (i  +/xx)V/ 

4ACxxV(i+0,  * T* 

— Vi  ‘ l * ' 

r*  ( i -\-txxy 

et  hac  forma  exprimi  poteft: 

-2Cx4(32+x(JD)//(x4-0 

Tei  etiam  hoc  modo : 

. y Exprenio 
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- Expreffio  autem  ifta  fit  — o primo  fi  t~  — r , 
deinde  etiam  fi  , vnde  valor  pro  y inuentus : 

3 1 — vj.  -+-t*iT) ) 

ita  per  integrationem  definiri  debet , vt  euanefcat 
pofito  fzz o;  tum  vero  ponatur  t=—i.  Vel  pofito 
t=z  — v erit 

f=D/— 12 (i i ) 

integrali  ita  fumto  vt  euanefcat  pofito  v—o  , tum 
vero  fadto  v=i. 

Exemplum  hoc  fufficit  ad  oftendum  quomodo 
conflrudiones  exhibitae  aequationi  differendo  - difleJ 
rentiali  fatisfaciant  ; interim  vero  fi  quantitas  z. 
tranfeendenter  per  logarithmos  fcilicet  exprimitur , 
confenfum  nonnifi  per  calculos  nimium  taediofos  de- 
clarare licet. 

• . * \ 

Problema  136. 

1077.  Pofito  y~Cf{i  -b-t)'—(a-+-tx)xdt  , 
in  qua  integratione  quantitas  x vt  conflans  fpedia- 
tut , integrali  per  terminos  deinceps  iniufpgandos 
definito  , vt  y aequetur  certae  fundi ioni  ipfius  x , 
inuenire  aequationes  differentio  - differentiales  formae 

Lxx.t%+Mx.‘J-i-Kj  = o 

*ui  ea  fundtio  fatisfaciat. 


Solutio. 


33<y  C A P V T XI. 

Solutio. 

Cum  fit  ex  principiis  ante  ftabilitis: 


Ji?:=C/X(X-  i )tt(  i (a +tx)x~'dt 


erit 

Lxx.$±  Mxj{+Nj=C/(  i ttx^dt* 

(\(K-i)Lttxx-\-\M.tx(a-\-tx)-{-N(a+tx)')- 

rNaa+aNa/je-fN//**  t 

C +X(X-i)Lr/xrj 

quae  formula  fumta  x conflante  abfolute  integrabit 

cfle  debet.  Ponatur  ergo  integrale 

C ( i -+- t )*  ( a t x ) 1 ( P a a -+-  Qa  t x ) 

denotantibus  P et  Q fun&ionibus  quibuscunque  ipfius  x , 
erit  eius  different iale : 


C(  i -1- r )**'(« -4- 

(v[a +tx){?aa+Qaxx)  -KX-i  )*(  i -\-tX?aa+Qatx)+Qaxi  1 -\-t%a+tx)) 


v?a  +vQaatx  -\-vQattxx  1 

I +(X- 1 )Vaax+v?aatx  -f-(X- 1 )Qattxx  f 

-i-Q aatx 
~\-Qatxx 


n 1 

1 


qua 


i 


i 
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qua  forma  cum  illa  comparata  adipifcimur  t 

N— vPa-l-(X—  i )Par-}-Q*  * 

2N4-AM  — (^-i-i)Q<a-+-(X+y— i)Pa  + XQjr 
N-|_XM  + X(X — 1 )L~(X-j-i*)Qfl 

quarum  aequationum  extremae  demta  media  prae- 
bent r * 

X(X-r  )L--(X-i)Pa+(X-i  )P*+(X-r)Q«-(X-i)Q?f 
hincque 

XLr=(a  — *)(Q—  P)  feu  L=r^(«— x)(Q.— P) 
fecunda  autem  demto  primae  duplo  dat: 

XMr=(X-  v— i)Pa— a(X—  1 )P*+ (v-t- 1 )Qa+  (X— ajQar 
feu  XM— (0+ 1 )a -f (X—  2 )x)(Q_—  P M-X(a— *)P. 

Quare  fumtis  pro  P et  Q fun&ionibus  quibuscunque 
ipfius  x , fi  funftiones  L , M , N ita  definiantur 
\t  fit  ' t 

l=u*-*)(Q.-p) 

M=i((y*WOa-+-(X-2}j;)(Q-P)+(tf--*)P 
N = ar(Q-P)-4-(va-i-Xx}P 

aequationi  differentio  - differentiali 
Lxxddj~\~Mx  dx  dy  N/  dx * =:  o 

latisfaciet  formula  integralis 

iftdt'  ■ . 1 , V- : 

Vol  11.  V v tradata 
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tra&ata  x yt  conflante,  dummodo  integrationis  ter- 
mini ita  conftituantur  , vt  vtroque  haec  expreflio : 

fi  -M  jx-‘  (P*-4-Qf  *).  euanefcat. 

Notari  autem,  oportet  hos  terminos  non  ab  x.  pen- 
dere debere.  Primo  autem  patet  hanc  expreffionem 
fieri  no  cafu  t~ r— 1 , fi  modo  fit  y£>o.  Deinde 
pofito  /rcv 5 etiam  euanefcet,  fi  modo  fit  y-fX-i  + i 
numerus  negatiuus  feu  v-4-X<£o.  Quocirca  fi  fit 
et  v-i-X<£o,  integrale 

j-nC/Ci  -Jrt],-l[a^rtxfdt 

ita  capi  debet,  vt  pofito  t——i  euanefcat  * tum 
.vero  ftatuatur  t—ro,  fun&ioque  ipfius  x pro  y re- 
fultans  fatisfiiciet  aequationi  propofitae. 

C oro  11.  1. 

•r  - * . ♦ 

1078.  Quoniam  funftiones  P et  Q in  formu- 
lam integralcm  pro  y afliimtam  , non  ingrediuntur, 
manifeftum  efl  eandem  formulam  fatisfacere  omnibus 
aequationibus  differentio  - differentialibus , quicunque 
vaJores  litteris  P et  Q tribuantur. 

C o r o 1 1.  2. 

1079.  Sumto  ergo  QnP  eadem  formula  in- 
tegralis 

— Cy"(  1 -4- r)’  '(<?-+-  t)*dt 
, i fatis- 
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6tisraclt  etiam  huic  aequationi  diflercntiali  primi 
gradus 

(o-ar)  xdy  -+-  ( va +X  x)y  dx~o. 

Huius  vero  integrale  eft 

y-  > 

qui  ergo  valor  quoque  in  genere  noftrae  aequationi 
diffcrentio-  diffcrcntiali  fatisfacit , id  quod  teutauti 
mox  patebit. 

C o r o 1 1. 

xo8o.  Hic  ergo  valor  integralis 

fecundum  terminos  definitos  fiimtus  congruere  debet 

J)( 

cum  formula  algebraica  y=. } fi  modo 

fit  v>o  et  X-4-y<^o. 

Scholion. 

I081.  Parum  ergo  integratio  hoc  problemate 
exhibita  habet  in  reccflu.  Verum  reduttio  formulae 
integralis 

J=c/(I+»)—  («+»*)»*  ad 

X 

eo  magis  eft  notatu  digna  , ad  quam  illa  reducitur, 
li  integrali  ita  fumto  vt  euanefcat  polito  — 1 , 

V v a pona- 


Digitized  by  Google 


340  . 


C A P V T XI. 


ponatur  f— eo.  Pofito  ergo  *+r=— P- , xt  p.  ot  v 
fiut  numeri  pofitiui,  erit 

(i+t)—'dt _D 

(e+Jxf*-'  — x\  a-xf 

Vel  ponatur  x + t — z erit 

dz D 

* {u— x+xzf*^  *’(»— xj1  ’ 

terminis  illius  integrationis  exiftentibus  g~o  et  zrw. 
Verum  etiam  haec  obferuatio  non  magni  eft  mo- 
menti, nam  pofito  a—x~ux , fit 


A 


C z'~'dz  __  D 


s*—'dz 

ideoque  haec  formula  ita  integrata  tt 

euanefeat  pofito  z~o  fi  tum  ponatur  greo  hanc  induet 


formam  ^ , in  qua  A quantitatem  conflantem  de- 
notat ab  u non  pendentem.  Pendet  autem  ab  ex- 
ponentibus p.  et  v,  lege  ex  cafibus  facile  obferuanda. 
Scilicet  pofito 


. . z*~'dz  _ A 

i x 

fi  fit  v-1  , integrale  illud  praebet 

et 
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_ 1 

«t  potito  z—*o,  prodit  ^5,  ita  vt  hoc  cafu  fit  A"!v 
Si  fit  v—  a,  integratio  quoque  fucccdit , rcperitur- 


que  Arr. 


fi  y~ 3 fit  A~ 


M H -t-  ■ ) 

et  fi  Krr*  fit  Arr  — 

genere  concludimus  fore 


♦M  H- 


()  » 


1 ) ( M-  -t- 

\nde 


r> » 

in 


A rr:  , C* TT-jJ .. 

H-+-  * ) •(  H -t-  »—  • T 

Quare  integratione  fecundum  regulam  praefcriptani 
inftituta  erit 


pi-t-i  fi-t-2  pL-i-3  ^{u+zf^ 

Quod  fi  exponens  v non  fuerit  integer,  valor  ipfius  A 
ope  interpolationis  huius  formulae 'per  ftdtores  pro- 
cedentis definietur.  Quadratura  fcilicet  circuli  in- 
gredietur fi  exponens  v fraftionem  { inuoluat , de 
huiusmodi  autem  interpolationibus  alibi  fufius  egi- 
mus , neque  hic  locus  efl  hoc  argumentum  irberius 
profequendi.  Refiat  vltimum  huius  fe&ionis  caput  t 
quo  aequationum  differentio  - differentialiuro  integra- 
tio per  approximationes  docehitur. 


V v 3 


CAPVT  XII. 


r 


3+*  ) © ( SH- 

CAPVT  xn. 

D E 

AEQVATIONVM  DIFFERENTIO- 

D1FFERENTIALIVM  INTEGRATIONE  PER 
APPROXIMATIONES. 


Problema  i yj. 

. xo8a. 

Propofita  -aequatione  differentio  - difFerentiali  qua- 
cunque, principia  explicare,  ex  quibus  inte- 
grationem per  approximationes  peti  oportet. 

Solutio. 

Vertetur  aequatio  propofita  inter  binas  varia- 
biles x et  y , ac  polito  dy  — pdx  et  dp  — qdx , da- 
bitur aequatio  inter  quatuor  quantitates  x,  y , p et  q, 
ex  qua  q ita  definire  licebit,  vt  q aequetur  fun&ioni 
cuidam  trium  quantitatum  x,  y et  p,  qua  vocata  3 V 
fit  q—V  feu  dp—Vdx.  Hic  primo  obferuandum 
eft  integrationem  , vt  fit  determinata  , duplicem  de- 
terminationem requirere  , feu  duas  conditiones  quali 
pro  lubitu  praefcribi  polle  , qu  bus  fatisfaciat.  Scili- 
cet nnn  fufficit , vt  polito  fiat  y—b,  quem- 

admodum in  aequationibus  differentialibus  primi  gra- 
dus 
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dus  vfu  veniri  vidimus , fed  aliam  infuper  condi- 
tionem adi  icere  licet , quae  fit  vt  pofito  x — a fiat 
etiam  p—^zzc  quantitati  datae.  His  ergo  deter- 
minationibus conftitutis  , vt  pofuo  x~a  , fiat  y~b 
et  p~c  , totum  integrationis  negotium  huc  reduci- 
tur , vt  ipfi  x alium  quemcunque  valorem  tribu- 
endo , inucfiigentur  valores  refpondentes  ipfius  y et 
ipfius  p , hoc  enim  fi  praefiiterimus  , aequationis 
propofitae  int?grale  perfe&e  definiuerimus  , vt  nihil 
praeterea  defiderari  pofiit.  Quod  cum  in  genere  fieri 
nequeat , approximationis  ratio  in  hoc  confidit , vt 
ipfi  x valor  quam  minimum  ab  a difcrepans  tribuatur, 
qui  fit  xcra-t-w,  et  inquiratur,  quantum  valores 
quantitatum  y et  p a primitiuis  b et  c fint  difcre- 
paturi.  Hic  pro  principio  aflumimus,  dumi  x:  ab-  a> 
ad  a-4-u  increfcit , etiam  quantitatum  / et  p vale- 
res tam  parum  mutatum  iri,  vt  inde  fun&io  V nul- 
lam variationem  notabilem  patiatur.  Quare  fi  po- 
namus , datuenda  x — -a  y y—b  et  prxe,  fieri  VzF, 
eundem  valorem  F quantitas  V retinere  cenfebitur  , 
dum  x ab  a vsque  ad  a+w  augetur.  Cum  igitur 
pro  hoc  interuallo  minimo  habeamus  dp  — Fdx  erit 
integrando  p=Fx-f-Cond.  verum,  quia  pofito  x~a 
•fieri  debet  p—c  erit  p±rf-t-Fx— Fa.  Sit  nunc' 
, atque  habebimus  p — c-f-Fu  , qui  efb 
valor  ipfius  p,  valori  x— a-4-w  refpondens.  Deni- 
que pro  hoc  minimo  interuallo  erit  dy—cd. r,ideo- 
que  y—b-\~cx— ac  , et  pro  valore  xzz.a— F-ca  fit" 
yzzb-\-c (i>  qui  ed  valor  ipfius,/  valori  x:=a-hca 
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conueniens.  Quocirca  fi  valores  primitiui  fint  xza, 
y~b  et  p—d/x  — £ ) ex  iisque  fiat  V — F , fequea- 
tes  valores  iuteruullo  quam  minimo  ab  illis  remoti 
eruat : 

x— tf-f-u ; y—h-i-cai ; p—c-\-Y u 

qui  fi  porro  vt  primitiui  fpeftentur  , ex  iis  fimili 
modo  per  interuallum  quam  minimum  progredi  li- 
cet , ficque  tandem  progrsflus  per  interuallum  quan- 
tumuis  magnum  innoteicet. 

C o r o 1 1.  i. 

1083.  Quo  minora  capiantur  haec  interualla, 
eo  minus  a vero  aberrabitur,  dummodo  quantitates 
c et  F non  fint  nimis  magnae,  fin  autem  ea  adeo  in 
infinitum  excrefcant  , manifeftum  eft  errorem  in 
quantitatibus  j et  p infignem  commiffum  iri. 

C o r o 1 1.  2. 

1084.  Si  quantitas  c vel  F fiat  vehementer 

magna  , interuallum  quo  y vel  p crefcit  pro  dato 
accipi  pote  fi  $ ita  pofito  ru  erunt  fequentes  va- 
lores , y—b-\-\ \>  et  p — c-\-^.  At  fiF- 

prodeat  quantitas  permagna  v valor  ipfius  p inter- 
vallo minimo  augeri  fumatur,  vt  fit  Fu^;(J)f 
eruntque  valores  fequentes  xzz — 
et  p — ■ c — f- 

' Coroll.  3. 
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Coro  11.  3. 

108$  Si  b fit  quantitas  infinita  , pro  valore 
proximo  ipfius  y expediet  definiri 

« t . 1 eu  — — e b» 

y b ~-f-  cui  ""  F b b b b * 

quae  expreflio  vt  fit  finita  , etiam  quantitas  e infi- 
niti fit  oportet  ; alioquin  valor  ipfius  y relpondens 
non  folum  ipfi  xzzlo  led  etiam  ipfi  .v— a-f-u  ma- 
neret infinitus. 

Scholion  1. 

io85.  Quoties  foluto  alicuius  problematis 
pendet  ab  integratione  cuiuspiam  aequationis  difTe- 
rentialis  (ccundi  gradus , toties  conditiones  proble- 
matis binas  determinationes  fuppeditare  folent  ; qua- 
rum altera,  dum  ipfi  x certus  quidam  valor  X—  a 
tribuitur  , exigit  vt  y datum  valorem  v — b,  altera 
vero  vt  etiam,  ratio  ^.~p  datum  valorem  p~  e 
confcquatur.  Quodfi  ergo  in  g.nere  aequationem 

quandam  differentio  - ditLrcntialem  integrare  velimus, 
integrationem  ita  inllituere  licet,  vt  pofito  arrra  , 
fiat  y~b  ct  p—  c , quantitatibus  a , b , c ab  arbi- 
trio noftro  pendentibus,  lntcrim  tamen  quandoque 
vfu  venire  poteft  , vt  pofito  x— a,  valores  iplarum 
y et  p non  penitus  ab  arbitrio  nofiro  p necant , fcd 
ex  natura  aequationis  iam  datos  valores  (ortiantur  , 
quibus  cafibus  defedtus  determinationis  aliis  condit  o- 
nibus  compenlatur.  V eluti  fi  proponatur  haec  aequatio: 

xx{a-bx)ddj-2x{ 2 a-bx)dxdy+i (za—b.x) ydx -6 aadx 
Vol.  II.  Xx  quo- 
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quomodocunque  ea  per  integrationem  determinetur  r 
pofito  x~o  neccflario  fit  y~a  ct  j-zzp  — b , ita 
vt  pro  caiu  a?  — o valores  quantitatum  y et  p mi- 
nime arbitrio  noftro  relinquantur.  lntcgrale  autem 

comp'etum  repentur  y—a-\-bx-\ T—bi — » 'bi 

etiamfi  conflantes  A et  B pro  lubitu  affumantur, ta- 
men femper  pofito  x~ o prodit  y-  a et  p—b. 
Huiuswodi  ergo  cafibus  mirum  non  efl  , fi  pro  dato 
ipfius  x valore  , quantitum  y tt  p valores  arbitro* 
noflro  haud  permittantur. 

Scholion  2. 

1087.  Expofita  ratio  aequationes  differentia - 
diflerentiales  per  approximationes  integrandi  , dum 
per  interualla  minima  progreoimur  , quemadmodum 
etiam  in  aequationibus  difllrentialibus  _ primi  gradus 
fecimus  , certis  cafibus  difficultatibus  inuoluitur , vt 
nifi  remedium  afferatur  , in  vfum  vocari  nequeat. 
Primum  hoc  euenit  , quando  crw,  tum  enim 
quantumuis  exiguum  accipiatur  interuallum  u , ne- 
que ipfius  y neque  ipfius  p valorem  cogoofcere  li- 
cet. Simi’c  quoque  incommodum  turbat fi  pofitis 
X — ay  y — b et  p — c fundia  V fiat  infinita,  ideo- 
que  prodeat  F = oo,  quo  cafu  valor  ipfius  p non 
definitur.  Deinde  etiam  cafus  quibus  vel  c vel  F 
enanefeit , feocfim  tradar»  coiHienit  t etfi  enim  tum 
valores  ipGirum  y ct  p fatis  acci  rate  oflenduntur,  ta- 
men quia  nullam  mutationem  patiuntur,  dum  mu- 
tatio 
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tatio  altiore  ipfius  «o  poteflate  exprimitur , hanc 
ipfam  mutationem  inueffigari  vtile  eft  , quo  in  pro- 
grtflu  minus  a veritate  aberretur.  Sin  autem  quan- 
titas b euadat  infinita , iam  animaduertimus , loco 
ipfius  y eius  reciprocum  * explorari  debere.  Quem- 
admodum ergo  difficultatibus  ante  memoratis  lit  oc- 
currendum , diligentius  perpendamus. 

Problema  138. 

1088.  Si  integrationem  per  intcrualla  infti- 
tuendo , pro  initio  cuiuspiam  interualli  polito  x~ay 
y — b et  p— r eueniat , vt  quantitas  c fit  vel  eua- 
nefecns  vel  infinitia  , integrationem  per  hoc  inter- 
vallum abfoluere. 

Solutio. 

Praecedens  approximatio  dederat  y^b-\-c(x—a) 
rnde  fi  ez=.o  , incrementum  ipfius  y altiore  pote- 
ftate  ipfius  x—a  exprimetur  , fcilicet  yz.b-\-\[x-a )* 
exifiente  X>>  i , reic&isquc  altioribus  potelhtibus  , 
quae  prae  hac  ob  ijiteruallum  x—a  minimum  re<£te 
contemnuntur.  Sin  autem  fit  cxzoo  va'or  ipfius  y 
fimiii  modo  repraefentari  poteft  , y~b-+- A( x— a)x 
exiftente  X*<i,ita  tamen  vt  nihilo  fit  maior;  vtro- 
que  ergo  cafu  eadem  inuefligatio  ell  , vt  ex  aequa- 
tione propofita  dp—Vdx  tam  cocfficiens  A quam 
exponens  X definiatur.  Iam  ex  illa  aequatione  dedu- 
cimus 

^r^zXA(a--fl)v_’  et  </pzX(X-i)A(x-fl)x-,^*j 

X x a ac 
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ac  necefle  eft  eandem  expreflionem  refultare  , fi  in 
formula  Vdx  ftatuatur 

y~b-\- A[x-^-a)x  et /»=zXA(— a)x~' ; 

Ynde  euidens  efi,  fore 

c—o  , fi  X>i  et  c— co,  fi  X<i. 

Cum  iam  V fit  fun&io  ipfarum  x , y et  p , pona- 
tur vbique  x— a mfi  quatenus  formula  x— a incfl , 
quae  re  inquatur  , tum  vero  y~b  , nifi  hinc  pro- 
deat V — o,  vel  V — hoc  enim  fi  eueniat  proj» 
valor  b-+-  A(or  — a x lcribatur,  fimilique  modo  prop 
feribatur  XA(.v— a)x~‘.  Reficiantur  autem  formulae 
x-a  potftates  altiores  prae  inferioribus,  ficquc  pro  V 
orietur  exprtflio  huius  formae  C (x-a*  , quae  for- 
mulae X[X—  i )A( x—  a)x~*  aequari  debet,  vnde  tam 
co.fficiens  adunatus  A quam  exponens  X definietur, 
kkoque  vero  proximi  valores 

j—b  -i-  Af  x—a)x  et  p — X A(ar  — <z)x— 1 ' 

inuotclcent  , qui  co  minus  a veritate  recedent,  quo 
minor  differentia  inter  a et  x conftituatur.  Cafus 
autem  quo  X—  r per  fe  eft  pertpicuus  , atqne  ia 
praecedente  problemate  pertradlatus,  cum  is  fit  folus 
quo  quantitas  c finitum  nancilcitur  valbrem. 

Coro  II.  i. 

io8q.  Si  eueniat  vt  poffo  c — oo,  quo  caru 
ede  debelxit  X<Ji  , fun<ffio  V finitum  obtineat  va- 
lorem  , cui  formula  X(X— i J A(jt  — o)x— * aequari 

nequit 
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nequit , catos  per  fe  nihil  habet  difficultatis , et  va- 
lor  ipfms  y etiam  pro  minimo  exceffu  ipfius  x fu- 
per  a reuera  infinitus  euadet. 

Coroll.  2. 

1090.  Facilius  hoc  perfpicere  licet  ex  exem- 
plo dp~6xdx  >nde  fit 

p—c-\-$xx  — zaa—*?  hineque 

y~  3aa)(x— aj-j-a-'— a icu 

y~b—ac-\-za-±-(c--$aa)x-\-x‘. 

Si  ergo  conflans  c fumatur  infinita  , valor  ipfius  y 
femper  erit  infinftus  folo  excepto  cato  x=:a. 

Coroll.  3. 

X091.  Sin  autem  fumto  c — o,  quo  cafu  ede 
debet  X 1 , fun&io  V finitum  liabcat  valorem  eum- 
que  adeo  conflantem,  pofito  x~a  et  y — b,  ei  for- 
mula X(X—  1 ) A(.v— a)x~ ’ aequabitur  lumendoX~2, 
et  a A”  illi  \al<  ri  conflanti.  Veluti  in  praecedente 
exemplo  fit  Vr6j— iA  , hinc  A — 3*  , critque 
proxime  y—  b-\~3a(x-a)*  ; quod  etiam  congruit 
cum  integrali  inuento  , quod  pofito  c—  o eft 

j—b-\-  ia  — 3 <7fl.tH-A.'=r^+(a-+-2fl)(x  — a)*, 
quae  expreffio  fadlo  xzza  in  illam  abit. 


X x 3 


Scho- 
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Scholion  i. 

1092.  Pofito  c~ o funtftio  V fi  in  ea  fcrf- 
batur  x = a , y~b  et  p-c=z o , valorem  nancifce- 
tur  vel  infinite  magnum  , vel  finitum  , vel  adeo 
cuanefcentem.  Primo  cafu,  quo  fit  V~oo  , vt  ei 
aequari  pofiit  X(X-i)A fumto  ne- 

cefle  eft  fit  X < 2 , exiftente  X > 1 { vt  autem  hinc 
quantitates  A et  X definiantur,  in  fundtione  V fcribi 
oportet 

et  p-^Alx-af 

itemque  *=r.a,nifi  vbi  formula  x-a  occurrit  i hoc 
modo  quia  per  hypothcfin  cafu  x~a  fit  V — 00  , 
ifle  valor  prodibit  = C ( x — a ) ~ * quo  collato 
cum  X(X-i)A(*-a)x_*  reperientur  A et  X dum 
ne  prodeat  X<  1 , 'qui  cafus  cum  c~o  fubfiftcre 
nequit.  Secundo  cafu  quo  prodit  V ~ quantitati 
finitae,  capi  oportet  X:ne  , fin  antem  tertio  cafu 
fit  V = o,  fumi  debet  X>2,  vt  eius  valor  in 
formula  X(X- 1 ) A(x-fl)x_1  contineatur.  At  fi 
debeat  effe  crzoo,  fieri  nequit  vt  vidimus  , vt  fun- 
&io  V finitum  obtineat  valorem , multo  minus 
euanefeentem , nifi  quidem  cafus  incongruos,  quibusy 
perpetuo  maneat  infinita,  admittere  velimus.  Tum 
agitur  funftio  V netefiario  valorem  infinitum  induit, 
cum  formula  X(X- 1 )A(*-<*  )x_’  comparandum  ita 
vt  fit  X<<i.  Hinc  igitur  patet,  determinationem 
quantitatis  c non  femper  arbitrio  noftro  relinqui,  fed 
quandoque  ex  indole  ipfius  aequationis  nobis  prae- 
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fcribi,  Veluti  fi  proponatur  haec. aequatio  ddy-.—j- 

€rit  ^—P~A~  ar=rs et  vndo 

pofito  x~a  fit  c~  A—^r  et  b~B-+-  Aa--\-la  ergo 
A— ct  Bzzb— ac—  — ■+■  i , quare  nc  ae- 
quatio integralis  omnino  in  infinitis  vertetur  , litte- 
rae b et  c non  poliunt  non  efie  infinitae. 

Scholion  2. 

1093.  Non  autem  omnes  ordines  infinitorum 
et  euaneicentium  in  formula  (x—a)x  cafu  x~ay 
contineri  iam  obferuauimus  \ expreflio  fcilicet  xxlx 
cafu  xzo,  infinities  Uiperat  potcllatem  fecundam  a:*, 
interim  tamen  infinities  minor  eft  potefiate  x’~a , 
quantumuis  etiam  exiguae  fruftio  a accipiatur.  Quare 
fi  in  fuptriori  folutione  formulas  ita  inflruere  veli- 
mus , vt  ad  omnes  ordines  tam  infinitorum  quam 
euaneicentium  pateant , flatui  conueniet : 

y^b-V-A{x-a  „ 

vnde  fit 

H-P  r X A ( x-a)x-I(l(x-a'))>l+p.\(x-a'f-'(l(x-a))*-'i 

at  pofito  x—a  pars  prior  eft  ad  pofteriorem  vt 
l{x—a)  ad  1 , hoc  eft  vt  oo:  x ex  quo  fufficit 
fiimfifTe 

f—  XA(a--u)x-,(/Cx-o)/'*i 
ex  quo  fimili  modo  colligitur  ^ 

1 }a  (*-.)>■-  c /c*-«  >r . 

• quae 
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quae  expreflio  cum  fuudione  V poflquam  in  ea 
fcripferimus  a—  a , y— c et  p~c  , f-u  potius 

yzb-\-k[x— a)*(l(x— ct  p c X A ( x-af^  (l(x-a)'f 
Comparari  debet  , vt  inde  tam  conflans  A quam  ex- 
ponentes X ct  p.  innotescant.  Haec  ergo  tenenda  (unt 
in  ifta  inueftigatione  , quo  ea  ad  plures  cafus  ex- 
tendatur. 

Problema  159. 

109+.  Approximationem  ante  expofltam  ac- 
curatius perfequi , vt  (umtis  int.rualhs  etiam  paulo 
maioribus  minus  a vero  aberretur. 

Solutio. 

Pofito  dy—pdx  aequatio  diflferentio  - differen- 
tialis  hac  forma  V exhibeatur  , ex  qua  ante  p 
ita  difiniuimus  quafi  V effit  quantitas  conflans,  pro 
interuallo  (altem  vehementer  paruo , vnde  obtinui- 
mus pzzc-\-\  (x-*-a)  poftquam  fcilicet  in  V po- 
fuerimus  x— a , et  y—b  , et  p=:c  qui  funt  valo- 
res  primitiui  per  interuallum  x—a~ cu  retinendi 
Cum  autem  fun&io  V interea  non  fit  conflans  quia 
x , y ct  p inuoluit , reuera  erit 

p — c -1-  V \x — a ) — / ( x — a ) dV. 

Ponamus  igitur 

d V =:  P dx  4-  Qdy  -+-  R dp 
vt  fit 

</V=(P-hQ.p-hBtVKx, 

et 
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et  nunc  quantitatem  P-4-Qp-HRV  vt  conflantem 
fpebemus  , cuius  valor  prodeat  ponendo  x~a,  y~b 
et  p~c  , quo  fabo  V in  F abire  fupra  fumfimus , 
eritque 

p—c-\-  F [x -a ) - i { P 4- Qr-+- R F ) (x- -o)‘. 

Hinc  porro  ob  dyznpdx  fit 

j'=i+c(a;-«)+iF(A:-<i),-i(P+qc+RF)(x-«)1 

fimilique  modo  approximationem  vlterius  profequi 
licet.  Quando  autem  quantitates  P , Q,  R et  V 
formulam  x-a  eiusue  poteftates  complebuntur,  quam 
non  amplius  vt  conflantem  fpebare  licet , eius  ra- 
tio in  integratione  efl  habenda , qua  fit  vt  in  ferie- 
bus  approximantibus  formulae  x—a  potefiates  nen 
ordine  afeendant.  Tum  igitur  conueniet  pro  p eius- 
modi  feriei  initium  afinmi : 

p—c-+-  A(x— , vnde  fit 
jzzb-\-c(x  — a)-\-  af+'  et  quia 

^=XA(x-c^*, 

huic  formulae  aequari  debet  funbio  V , poftquam 
in  ea  pro  y et  p valores  affumtos  et  a pro  x,  ferip-  ' 
ferimus , nifi  formula  x—a  ingrediatur  , hoc  modo 
tam  exponens  X quam  coefficiens  A determinabitur. 

Si  c fit  = o vel  — oo , eius  ratio  poteft  in 
calculum  introduci  vt  ponatur 

p—ftx-a)1-^  k[x-af , 

Vol.  II.  Y y -vnde 


t 
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rnde  fit 

qui  valores  fi  loco  x ct  p lubftituantur  in  fun&ione  V 
prodire  debet 

nf  ( x - a)n~‘ ' -+-  X A ( x — a )x” 

CorolJ.  i» 

1695.  Hoc  modo  per  interualla  continuo  vl- 
terius  progredi  licet , dummodo  fingula  non  maiora 
accipiantur  , quam  vt  errores  commifli  maneant  in- 
fenfibiles ; atque  hac  quidem  corredtione  errores  illi 
diminuuntur  , Tt  interualla  etiam  maiora  flatui 
queant. 

' Coroll.  2. 

1095.  Pro  primo  lcilicct  interuallo  valores 
primitiui  x ■=  a , y~b  et  p — c pro  lubitu  aflu- 
muntur  , et  valores  in  fine  interualli  inuenti  prae- 
lent  valores  initiales  pro  fecundo  interuallo,  ex  qui- 
bus calculus  pro  hoc  interuallo  perinde  expeditur 
ac  pro  primo  $ ficque  continuo  vherius  cfl  progre- 
diendum. 

Scholion. 

. I , • J ■ ••  V • 

1097.  Huius  problematis  duplicem  folutionem 
dedimus , quarum  prior  etfi  latiflime  patere  vide- 
tur, certis  tamen  cafibus  in  vfum  vocari  nequit; iis 
ergo  altera  folutione  vti  conucniet.  Exiftunt  autem 
.•  . . tantum 
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tantum  plerumque  pauciflima  eiusmodi  interualla-, 
quae  pofteriorem  methodum  poftulant,  dum  reliqua 
omnia  ope  prioris  expedire  licet.  Euenit  hoc  quando 
pro  quopiam  interuallo  quantitates  V et  f vel  eua- 
nefcunt  vel  in  infinitum  excrefcunt;  quin  etiam 
fieri  poteft  , vt  quantumuis  exiguum  interuallum 
accipiatur  , quantitates  y et  p variationibus  infinitis 
fint  obnoxiae,  quarum  repraefentatio  determinationem 
prorfus  fingularem  requirit.  Veluti  fi  proponatur 
haec  aequatio  ddy- ^y-£p-zzof  interuallum  ab  r:o 
vsque  ad  x — u , etiamfi  to  quam  minimum  aflu- 
matur , infinitam  mutationem  in  valoribus  y et  p 
indicat;  id  quod  ex  eius.integrali  completo  perfpi- 
citur  , quod  cum  fit 

I 

jzr  AA-*fin.(5Li/A'-i-a)  , hincqne 

p—~  fin.  (li/*+a)+~-  cof.  &Ix+ a ) feu 

p=rA.fin.(^/A'+a4-<5o°) 

euidens  eft  fi  x~o,  fore  quidem  jro,  fed  ipfiusp 
valorem  efle  incertum.  At  ipfi  x valorem  quam 
minimum  tribuendo  , y quidem  minimum  retinebit 
valorem  , fed  qui  pro  minimo  interuallo,  modo  fit 
pofitiuus  modo  euanefeens  , modo  negatiuus  , ob 
maximam  mutationem  , quam  l x patitur  , quantitas 
autem  p interea  tranfit  per  omnes  mutationes  pofli» 
biles.  Idem  luculentius  perfpicitur  ex  hoc  exemplo 

,-ddy+ -fly££  zz  o . 

Y y 2 cuius 
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cuius  integraJe  completum  eft  yzz  Afio.  -+-«) ; 
dum  enim  x a o ad  u crefcit  , angulus  j-ha  ab 
infinito  ad  finitum  tranfibit , eiusque  finus  interea 
omnes  mutationes  ab+i  ad  - i infinities  adeo  fubiit. 
Quando  ergo  eiusmodi  interualla  occurrunt , mi- 
rum non  eft , fi  confuetae  methodi  approximandi 
deficiant,  quippe  quae  hoc  principio  innituntur,  quod 
mutationes  per  interualla  minima  , fint  etiam  valde 
paruae ; his  autem  interuallis  exceptis  folutio  prae- 
fcripta  femper  cum  vfu  adhiberi  poteft. 

Exemplum  i. 

1098.  Propo/ita  aequatione  ddx-H^j^—  o t 

eius  integrationem  per  approximationem  abfoluere. 

\ 

Cum  ergo  fit  f erit 

quare  fi  pro  initio  interualli  fit  x~a  , y~b  et  p~cy 
inde  tantillum  progrediendo,  per  folutionem  priorem 

ob  ?—jbr  — Tif » Q.=jr  = sr  et  R— 0 > ha" 

bebimus : 

p— — 1(5-^— ^ et 

y—b-^c{x~a)-  -±j[x-a)\ 

Sumto  ergo  x—a~ w , pro  interuallo  fequente  erunt 
valores  initiales : 

«'=»+«!  ‘-77  « 

vnde  fimili  modo  valores  initiales  pro  interuallo 

fequcn- 
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fequcnte  colliguntur.  Verum  fi  pro  quopiam  inter- 
vallo fiat  <7—0,  operatio  peculiari  modo  inftitui 
debet.  Pofito  fcilicet  pro  initio  huius  interualli 
x — o,  yzzb  et  p—c  ftatuatur 


A.*x  et y=.b-\-cx-\- 


Ax^' 


X-J"  i 


- erit 


dx 


—y —J>  c Axx 

Jx  fx  f (A-J-i)/* 


cui  nifi  fit  bzr. o fatisfieri  nequit;  prodiret  enim 
X~o  et  A~  oo,  vnde  concludimus  poni  debere 
Axlx  vt  fit  p—A/x+A  et 
hinc  A—  — f-.  Verum  quo  hinc  p accuratius  co- 
fcnofcere  liceat  ftatuamus  _y=:£-j-A.v/x4-B.r,  erit 

p—  Alx~\~  A-+-B  et  j|  — 


vnde  concluditur  vt  ante  A— =j-  et  B manet  inde- 
terminatum : ita  vt  fit 


j—b—b-flx-+-Bx  et  p—^j-lx—y  -f-B 

nifi  ergo  fit  cafu  xrzro  , quantitas  c necefc 

fario  eft  infinita.  Quamobrem  fi  interualli  initio 
fit  x— o , y— b et  p— oo  , pro  eius  fine  et  initio 
fequentis  erit  x—u  ; j—b—  et  p—jblu. 


Exemplum  2. 

1099.  Propofita  fit  baec  aequatio  i 
xxddy  — axdxdy+a  ydx’—  x-^f- - 
quam  per  approximationem  integrari  oporteat. 

Y y 3 Cum 
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Cum  fit 


2=tf-H+fr=v» erit 

P=z?|'  + ^’  Q.zir+/7  et  ^ ~ ‘ .. 

Hinc  fi  pro  cuiusque  interualli  initio  fit  x~ a,y~b, 

p=*t  ob  f=¥-:4+A  erit: 


• . **  • ^ 

rnde  calculus  per  interualla  facile  continuatur , dum 

ne  fit  a=zo.  Hoc  autem  cafu  quo  a — o,  difficul- 
ter interuallum  computo  definitur  , quia  tum  fieri 
nequit , vt  quantitatibus  b et  c dati  valores  tri- 
buantur , id  quod  inde  facillime  intelligitur  , quod 
aequationis  propofitae  integrale  completum  eft 

X « \ 


y—  f x , 


pofito  enim  x~  o , neceflario  fit  y—O,  nifi  coeffi- 
cientes  A et  B infinitos  capere  velimus.  Sumto  au- 
tem b — o , approximatio  eft  in  promtu. 
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D E • 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM 

DIFFERENTIALIVM  TERTII  ALT10R1SVE 
GRADVS  SIMPLICIVAi 


Problema  140. 

. . . f_.  . 1 100. 

Sumto  elemento  dx  conflante  inuenire  integrale 
completum  harum  formularum  d'y—0,  d'y~  o, 
dsy  — o etc.  atque  in  genere  hnius  dnj  — 0. 

K . 1 

• Solutio. 

> 

Cam  dx  fit  conflans , aequatio  f-y rro  per 
integrationem  dat  ddy—a-dx*  , hincque  porro  inte- 
grando dy—xxdx-^fidx  et  tandem  j-iax*+(ix+Y’ 

Vol.  II.  Zz 


Simili 


CAP-VT  I. 


3<fa 

Simili  modo  ex  aequatione  d*y~o , per  qna- 
druplicem  integrationem  repexitur 

1)  d'y—adx 1 ; 

2)  ddy~ a.xdx%-\-$dx'  ; 

3)  dy=i\axxdx-\-pxdx-+- ydx  et  tandem 

4)  y—lt(LXz-{-l$x'-)r  Y*4-£. 

Ex  aequatione  autem  cfy—O)  integratio  quinquies 
repetita  dat : 

y — 4 a x*  -4-  i (3  x*  -f- i y x*  -+-  $ x -+-  e. 

At  huius  aequationis  d*y= o integrale  colligitur : 
yzzztlo&x  iyx 

ficque  ad  huiusmodi  formas  d*y— o , quanticum- 
que  fuerint  gradus  progredi  licet, dummodo  n fuerit 
numerus  integer  pofitiuus. 

C o r o 1 L x. 

xioi.  A Cmpliciflima  forma  ergo  incipiendo 
integralia  foquenti  ordine  procedunt : 

Formularum  Integralia  completa  funt 

dy  — o y~o- 

ddy  — o y—ax  + fi 

d3y—  o y—[axz+px  + y 

d*y— ,y:ziJaa;,-K|3**+y.r+£ 
etc.  ete, 

Coroll.  a. 
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C O r O 1 1.  2. 

*ioa.  Quia  conflantes  a,  (3 , y etc.  ab  ar- 
4>ritrio  noftro  pendent , frabiones  tuto  reiicere  licet , 
eritque 

Formularum  Integralia 

dy—o  y—a. 

ddyzzo 

(f  y~  o yczaxx-\-(ix~\~'Y 

d*  y— o yzzax’-h(3xt-{-yx-i-£ 

d*y=o  j2zax*-+-fix*-\-yxt-{-$X-{-t 

etc»  I etc. 

C o r o 1 1.  2- 

1103.  Quoti  ergo  ordinis  efl:  formula  dlffe- 
rentialis  , totidem  conflantes  arbitrarias  eius  integrale 
completum  complebitur,  quas  pro  quouiscafu  oblato 

fecundum  conditiones  praefcriptas  definiri  oportet. 

\ 

Scholion  r. 

1104.  Ponendo  dy—pdx  , dp-qdx,  dq~rdx , 
drrzsdx  etc.  omnes  aequationes  differentiales  altio- 
rum  ordinum  ad  quantitates  finitas  reducuntur  , in 
quibus  nulla  amplius  ratio  eius  elementi,  quod  con- 
flans affumitur,  habetur.  Atque  hinc  formae  omnium 
aequationum  differentialium  fequenti  modo  reprae- 
lentari  poffunt  I 

Zz  s Aequa- 
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Aequationum 
difFerentialium 
I.  gradus 

, ! II:  gradus  : 

III.  gradus 

IV.  gradus, 

etc. 

>bi  quantitates  y,  p',  q,  r,  s etc.  ita  excludendo  dx 
a fe  inuicem  pendent  , vt  cum  fit 

dx—d-*  — — ii  — — if  etc. 

..  P — q r — I — t 

fequentes  relationes  locum  habeant : 
qdyzzpdp-,  rdy~pdq  sdy  =.pdr  ; tdy—pdsc tc. 
rdp~qdq\  sdp  — qdr\  tdp—qds  etc. 
sdqzzrdr-y  tdq^rds  etc.  tdrxzsdse tc. 

quarum  formularum  quaedam  per  fe  funt  integrabi- 
les  vcluti : 

fqdy~\pp ; frdp-\qq\  fsdq  = {rr  j ft  dr-h  stic. 

ex  quibus  porro  ob  fzdv—vz—fvdz  iftae  conclu- 
duntur : 

fydq=yq—lpp  i fpdr—pr-lqq  i fqis-qs-\rr\ ; 

frdt  — rt—lss  etc. 

quarum  ope  ex  praecedentibus  deducitur  : 

fsdy=zpT-\qqi  hinc  fyds-ys—pr-\~\qq 

ftdp—qs—lrr  i hinc  / pdt~pt—qs-\-\rr 

fudqzzrt  — Is s i hinc  / qdu  — qu~-rt~\-'sss. 

Hinc 


Forma  generalis 

. p—f:{xtx.y) 
q=f:(x,y,etp) 
r=:f:(x,y,p,ct  q) 

I '=/:  [xt>}p}  et  r) 
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Hinc  porro  definitur  fydu—yu—fudy , at  a-2~*l  f 
▼nde  [yduzzyu—Jpdt—yu—p  t-\-qs—\rr. 

Quare  fi  differentialia  iterum  introducamus , obtine- 
bimus fequentes  formulas  integrales : 
fydy~\yy 
Jy(fyzzyddy—\dy% 
fy  d 'y  rzy  d'y — , dy d 'y 1 ddy' 
fy  d7 y —y  d*y-dy  d'y-\-ddy  d*y  - 1 d'y 
etc. 

ita  vt  formula  fydny  fit  integrabilis  , quoties  n eft 
numerus  impar. 

Scholion  2. 

xi 05.  In  aequationibus  diflferentialibus  fecundi 
gradus  formas  fimpliciores  ita  conftituimus , vt  q 
aequetur  funftioni  vel  ipfius  .r  tantum,  vel  ipfius  y 
vel  ipfius  p , quas  litteras  maiufculas  pro  funttioni- 
bus  minufcularum  feribendo  , ita  repraefentare  licet  , 
vt  fit 

vel  q—X  vel  q — Y vel  q~  P. 

< * 

Hinc  fimili  modo  pro  aequationibus  diflferentialibus 
tertii  gradus  formas  fimpliciores  conftituere  poffumus: 

r — X ; r—  Y rzz  P;  r— Q 
ita  vt  tantum  binas  quantitates  variabiles  inuoluant. 

; ; Zz  3 Pr<> 
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pro  quarto  autem  gradu  eflent  formae  fimpliciores: 
s —X  ; s~Y  -y  s— P$  /— Q.;  x=R 
et  pro  quinto  : 

t—Xi  t— Y;  t—?  ; t=(li  f = R;  tz=S 
atque  ita  porro  pro  fuperioribus. 

Verum  hac  formae  non  omnes  aeque  integrationem 
admittunt,  dum  aliae  ne  femel  quidem,  aliae  iiemel 
tantum  , aliae  per  omnes  integrationes  vsque  ad  re* 
lationem  inter  x et  y perduci  poliunt  , cuiusmodi 
funt  primae  quaeque  in  quouis  gradu.  Semper  au- 
tem id  eft  propofitum,  vt  relatio  inter  binas  varia- 
biles principales  x et  y eliciatur. 

Problema  141. 

1106.  Polito  dyzzpdx t , dp—qdx , dq~rdx , 
dr~sdx f,  ds~tdx  etc.  pro  quouis  differentialium 
gradu  , fi  litterarum  p , q , r , s , t etc.  quaepiam 
aequetur  funftioni  ipfius  x , quae  fit  X , inuenire 
jrelationem  inter  x et  y. 

Solutio. 

Si  primo  fit  p— X , per  dx  multiplicando 
«rit  pdxzzdy—Xdx  , hineque  y—fXdx  , qui  eft 
calus  formuhuum  difftrentialium  primi  gradus  fim- 
plicium. 

Sit 
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Sit  fecundo  q—X,  erit  qdx—dp~Xdx,  hinc 
p-fXdx , et  pdx~dy-dx/Xdx , ergo  y-fdx/Xdx 
feu  per  (implicia  integralia  j—xfXdx— [Xxdx. 

Sit  tertio  rz rX  ob  dq  — rdx  erit  qzzfXdxr 
hincque  p—fqdx—fdxfXdx—xfXdx—fXxdx  ► 
ac  tandem 

y ~fp  dx - f dxf dxfX  dxzz\xx[Xdx-xp£xdx-\-\JXxxdx. 

Sit  quarto  t~X  ac  reperitur  y-fdxfdxfdxfttdxt 
quae  expreflio  euoluitur  in  hanc: 

j—lxyXdx  — lxxJXxdx+lxfXxxdx—lfXjfdx. 

Sit  quinto /~X  erit  y -fdxfdxfdxfd xfXdx  fea 

y-lix*fXdx-'Mx'fXxdx-\-\x'fXxxdx-lxfXxtdx 

-t-A/XxVr 

Tnde  lex  vlterius  progrediendi  eft  manifefta. 

C o r o 1 1.  i. 

1107.  Tot  ergo  habentur  formulae  integrales, 
quoti  gradus  aequatio  fuerit  differentiatis , et  quia, 
quaelibet  conftantem  arbitrariam  aflumit  , totidem 
conflantes  in  integrale  ingreJiuntur , quibus  id  com- 
pletum redditur  j quod  idem  ex  priori  forma  , ybL 
totidem  figna  integralia  implicantur  , intelligitur. 

C o r o 1 1.  2. 

1108.  Sumto  elemento  dx  conflante,  (equen- 
tium  formularum  more  confueto  expreflarum  inte- 

gralia 
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gralia  completa  ita  fc  habebunt : 

I.  Si  dy—Xdx  tHy—fXdx 

II.  Si  ddy—Xdx”  eft  iy  zzx/Xdx-fXxdx 

III.  Si  d*y=zXdx'  eft 

*y—x  fXdx—ix[Xxdx-\-}Xx'dx 

IV.  Si  d*y—Xdx*  eft 

6y-x'fXdx- 3 x'fXxdx+  3 x[Xx'dx~fXx’dx 

V.  Si  dty—Xdxl  eft 

a +y=x*f  Xdx-^f  Xxdx+6xy  Xx'dx-4-xf  Xx’dx 

-hfXx*dx 

etc. 

Scholion. 

1109.  Formulas  autem,  quas  fupra  fecundo 
loco  conftituimns  , futidionem  Y compledentes,  poft 
fecundum  gradum  integrare  non  licet.  Ex  tertio 
enim  ordine  formula  r-Y  ctfi  nouimus  efle 

r — * t3  ■ — lix  — dJL 
1 — dy  — d p — d x » 

nullo  modo  integrari  poteft;  neque  etiam  hinc  q per  y 
determinari  poteft.  Nam  fumta  forma  pdq~Ydy 
exiftente  pdp—qdy  ob  p—~2-  , erit 

hincque  p elidendo : 


quae 
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quae  quidem  aequatio  eft  fecundi  gradus  , fed  neutU 
quam  in  genere  refolutionem  admittit.  Ex  quarto 
genere  formula  x— Y , ob  f s dyzzpr  —\qq~fX  dy 
fcmel  integrari  poteft , fed  hinc  vlterius  progredi 
non  licet  Quas  autem  fupra  pro  quouis  gradu  for- 
mulas Cmpliciores  vltimo  loco  conftituimus  item- 
que  penultimo,  eae  tra&abiles  deprehenduntur  : ea- 
rum ergo  integrationem  inuefligemus. 

Problema  142. 

11 10.  Pofito  vt  ha&enus  dy-pdx r,  dp~qdx, 
dq  — rdx  etc.  litterae  Y,  P,  Q,  R denotent  fun- 
dioncs  cuiusque  litterae  minufculae  cognominis,  in- 
veftigare  integralia  harum  formularum  fimplicium 

p— Y,  q~  P,  r=Q,  x— R , t~S  etc. 

Solutio. 

Aequatio  prima  ob  ftatim  dat  dx—d-g 

ideoque  xz=J-*, 

Aequatio  fecunda  q rr.  P ob  q — praebet 
dx~££  et  dj—ZA2~,  -vnde  cum  P fit  fun&io 
ipfius  p,  vtraque  variabilis  x et  y per  p determina- 
tur hoc  modo 

*=/¥  et  y-t***. 

Aequatio  tertia  mQ  ob  f— dat  dx~^ , 
hinc  qdx—dp—q-^}  ita  vt  fit  x~fd~t  et  p~f^qi 
VoJ.  II.  A a a vnde 
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vtide  collidimus  pdxzdyzdl  f ergo  vzfdl  fqd* 
Quare  per  eandem  variabile  n q vtraquc  variabilis  x 
et  y ita  determinatur , vt  fit 

„ x=f‘J  et 

Aequatio  quarta  r— R:iz~  dat  dx ■ — — , vnde 

colligimus  rdxzzdqzT £r  ita  vt  fit  qzfr£r.  Porro 
qdx—dp  dat  dp— fr-~  , hmeque  p—f^[r-±?  ; 
et  quia  pdx—dy  habebimus  dy-d^J-$fr-^-r  , quare 
per  r ambae  variabiles  principales  x tt  y ita  defi- 
niuntur : • 


Aequatio 
praebet : 


quinta  tzzS  fimili  modo  tra&ata 


x=n  « y=fiHi-irairr! 


ficque  facile  vlterius  progredi  licet. 


C o r o 1 1.  i. 

ii  ii.  Ex  formula  fecunda  intelligitur , fi  x 
aequetur  fun&ioni  ipfius  p,  vt  fit  ar"P  , fore 
y~rpd?zz?p—f?dpt  quod  quidem  per  le  eft  ma- 
nifeftum. 

C O r O 1 1.  2. 

ma-  Sin  autem  fit  arrzQ  ob  dx~dQ  erit 
q dxzdpzqdQ  et  pzfqdQ,  hincqoe  yz/dQ 
feu  yzzQ  fqdQ— fqQdQ.  Vel  etiam  cum  fit 

J-fdQiqQyfQdq)  erit  y z ^QQ-K/QQ/f  - Q./Q/f 

fiue 
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fiue  hoc  modo 

^=QQy_  a (Iftyq+JXZQdq. 

C o r ol  1.  3. 

11  Simili  modo  fi  arrrR,  erit 
q—frdx—frdK  et  p—fqdx—fdKfrdK  , atque 
J=/pdx=fdRfdRf.rdK  , feu 
V=/^R(RRr-2R/R</r-4-/RR</r)  •" 

per  praeced.  Coroll.  Ergo  per  fimiles  redu&iones 
6y  — R' 7- 3 R’/R  dr+  3 R/R  R dr -f  R’dr. 

Coroll.  4. 

V 

11 14.  At  fi  fuerit  x— S reperietur  per  fimi- 
les redu&iones : 

~ S4x -4S*/S  d x + 6 S*/S  S ds  - 4 S/  SVx  +/S' 'ds 
hinc  ergo  per  diflerentiationes  rctrogrediendo  t 
2 +pdS = 4 S*x<«- 1 2S SdSfSds+ 1 2SdS/SSds-4dSfS'ds 
feu  <J/>=S,j-3SS/S</x  + 3SfSS^x-/SVx  et 
iq—S^-zS/Sds-h/SSdr 
tum  r—Ss-fSds  et  x— x. 

*.  *'**.'*  • . ’ ' » 

Problema  143. 

1 1 1 5-  Iisdem  manentibus  denominationibus , 
quibus  haftenus  fumus  vfi , inueftigare  integralia 

Aaa  2 harum 
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harum  formularum  fimpliciorum : 
q—Y  i r— P ; x — Qj  /—  R etc 

Solutio. 

Pro  formula  prima  q~Y ; cum  fit  q— 
erit  pdpziYdy  et pp~  a fYdy  hinc  p~  V zfY  dy—^  } 
vnde  colligitur  x~f  ficque  x per  y deter- 

minatur. 

Pro  formula  fecunda  r=P  ob  , habe- 
bimus qdqzzVdp  et  q — V zf?dpz=.  , 

vnde  concludimus 

x — f itjt  ip  561  * y f/rdp 
‘Pro  formula  tertia  'x^i-Q  ob  szz:*-£?  , fiet 

r=V  2 fQ.dq  — q-£-*  vnde  fequitur  p—fy{ j~ 
Cum  vero 'fit  rr=f«,  erit  d* :■= -^S-d-.y  ei 
pdx~dy  habebimus: 

1 x—f — d*  - tt  v — r da-r -1*3. 

^yi/adj  y — ' v 2jo.dq  J v 

Pro  formula  quarta  / — R ob  nan- 

cifcimur  s — Vzf  Rdr 

dxz=  dr 


— r— iA* 

a<i?‘ 

et  >ob 


At  eft  x— , vnde  fit 


vTTRdTr*  Eft  vero  etiam  rdeexjue 

^f/rhnr  fed  quoniam  p-fqdx,  fit  p-f^f  vr^r, 
ex  quo  prodit  ytxfpdx.  Quocirca  x et  y ita  per  r 
determinantur  vt  fit : 


X — f i i J‘Ri-r  Ct  *^ t/^, /n  i r-  f V (jiuiidi  t pst-fiF’ ;•) 

“ •• ; - * Pro 


• c 
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Pro  formula  quinta  a^S  , ob  a— adipi- 
fcimur  t-YifSds-^,  xt  fit  dx=-*(.dl.  E(l 
vero  etiam  , ergo  rr/~£i i?  Tum  q-frdx, 
p-*-fqdx  et  y~ Jpdx  , ex  quibus  conficitur  : 

Sc  Jiolion. 

iiitf.  Hi  funt  cafus  , quibus  formulas  illas 
fimpliciores , fupra  reccnfitas  refoluere  licet  , neque 
methodus  patet,  qua  reliquae  tratfari  queant.  .Multo 
pauciores  occurrunt  cafus  tra&abiles  iu  formis  magis 
r • . d*y 

compofitis , vbi  aequatur  fun&ioni  binarum  pln- 

riumue  quantitatum  variabilium  , ob  quam  penu- 
riam parum  admodum  fuppetir,  quod  in  hac  fedtione 
exponere  queamus.  Aequationum  autem  , quae  per 
methodos  adhuc  inuentas  tra&ari  poliunt , haec  fere 
eft  forma  generalis 

Ar +B.  & +C.^  D.  & + ete  = o 
fumto  elemento  dx  conftante  , quae  etiam  ponendo 
dy—pdx  , dp  — qdx,  dq  — • rdx  etc. 

ita  repraefentari  poteft : 

A^  + Bp-hC^-H-Dr-hEr-l-  etc.  =ro. 

■ 1 * • r -3  A a a 3 Deinde 
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Deinde  vero  etiam  aequationes  hac  forma  latius  pa- 
tente contentae  refolutionem  admittunt: 

Ay— J—  D t— J—  E x— etc. . — X 

denotante  X fundionem  quamcunque  .ipfius  x.  Porro 
quoque  fequentes  formae  , quae  quidem  ad  illas  re- 
duci poflunt , ad  integrationem  perduci  pofiunt: 

V *+“  %»  *+*  if  -+•  }*-  etc-  =°  et 

^+^4-^  + ^ + etc.  —X 

quarum  refolutio  adeo  fuccedit,  ad  quantumuis  gra- 
dum etiam  differentialitas  aflurgatj  in  harum  ergo 
aequationum  euolutione  tradatio  noflra  verfabitur. 


CAPVT  n. 
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D E 

RESOLVTIONE  AEQVATIONVM 

HV1VS  FORMAE 

4/-f*  B -il  -4-D.Sf,  4-  E.-££  4-  ctc.  =o 

SVMTO  ELEMENTO  4r  CONSTANTE. 


Problema  144. 

A 11 17. 

equationis  differcntialis  tertii  gradus : 

fumto  elemento  dx  conflante  , integrale  completum 
inuenire. 

Solutio. 

Cum  A , B , C , D fint  quantitates  conflan- 
tes , leui  attentione  adhibita  , patet , ifti  aequationi 
huiusmodi  formam  latisfacere  ; cum  enim 

hinc  fit 


u=^t  &.=>■'*'* 

c 

his  fubflitutis  et  aequatione  per  e**  diuifa  fit : 
A4-AB4-X’C4-X’D=o 


rnde 
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vnde  exponens  X.  determinatur , qui  cum  tres  ra- 
lores  fortiatur  , qui  fint  a , (3  , y habebimus  tres 
formulas  fatisfacientes  y=eat  ; y-fP* ; y—e*x.  Ve- 
rum ex  natura  aequationis  propofitae  perfpicuum  eft, 
fi  ei  fatisfaciant  valores  ^=:P  , >=Q_,  jf=R,  etiam, 
his  vtcunque  coniungendis  fatisfaburum 

y = * P -t-  33  Q-4-  € R.  , 

Quare  ex  ternis  formulis  inuentis  nancifcimur  hanc 
latiflime  patentem  aeque  fatisfacientem 

quae  forma  cum  tres  conflantes  arbitrarias  S 

complebatur  , reuera  erit  integrale  completum  ae- 
quationis noftrae  propofitae. 

Coroll.  i. 

r 1118.  Integrale  ergo  completum  tot  confiat 
partibus , quot  radices  habeat  feu  fabores  aequatio 

A4-BX-f-CX*-4-DX*=o 
cuius  (i  fabor  fuerit  a+X,  pars  integralis  ®*it  e . 

Coroll.  2. 

ii  19.  Haec  fcilicet  pars  erit  integrale  huius 
aequationis  ay-\-  Vnde  fi  fit 

A+BX4-CX,-HDX’ — (a-l-X)(i-l-X)(c  -f-X) 

quae- 
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quaerantur  valores  ipfius  y ex  bis  aequationibus 
fimplicibus 

b-t-£=o,e,-h%=o, 

qui  fi  fint  y— P ,y— Q,j— R,  integrale  aequatio- 
nis propofitae  erit  • 

7=:3lP-{-SBQ.-f-eR. 

Coro  11.  3. 

ii20.  Si  binae  radices  fint  aequales  puta  (3r<a, 
confideretur  differentia  vt  euanefcens  (3=«4-w  , et 
cum  fit 

euidens  eft  loco  fcribi  debere 

3U*x-l-2S^xx=e«*(2(-+-a5^)  , 

ac  fi  omnes  tres  radices  fuerint  aequales  a—(3zzyt 
vt  aequatio  fit : 

r-4- 1 dy  i ‘Aii  -x-  ** > — n 

J adx  o>  a **  o5  0 

ob  «~(3-Y--a  , integrale  completum  erit 
r-* '{H-hlQx-t-dxx). 

C o r o 1 L 4. 

xi  21.  Si  binae  radices  fiant  imaginariae,  vt  fit 
«—{jl+kV-  1 et  vV  — x,  loco 

fcribi  debet  ' s 

Vol  II.  B b b quae 
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quae  reducitur  ad  hanc  formam 
e^x [ 21  cof.  v x -+-  25  fin . vx ). 

Scholion  i. 

1122.  Quanquam  aequatio  propofita  tripli- 
cem integrationem  poftulat,  antequam  ad  relationem 
finitam  inter  x et  y perucniatur  , hic  tamen  vna 
operatione  , quae  ne  integrationi  quidem  eft  affinis  , 
co  pertigimus.  Conie&u ra  fcilicet  forrram  collegi- 
mus aequationi  particulariter  fatisfacientem , fimul- 
que  tres  huiusmodi  formas  fumus  confecuti.  Deinde 
ex  ipfa  aequationis  indole  intelleximus , fi  valores 
finguli  y — V , y~ Q,  y — R fttisfaciant,  etiam  for- 
mam ex  iis  compofitam  jr=21P-f-5SQ-f-(£R  fatis- 
‘fheere  debere  y quod  nifi  commode  eueniflct,ex  illis 
ternis  valoribus  nihil  amplius  concludi  potuiflet.  Ex 
eodem  ergo  principio  in  genere  huiusmodi  aequatio- 
nes diffcrentialcs  , quoticunque  fuerint  gradus  , vno 
quafi  aftu  ita  rclolui  poterunt , vt  adeo  integrale 
completum  affiguetur. 

* Scholion  2. 

1123.  Quoniam  aequationem  difierentialem 
tertii  gradus 

in  genere  rcloluere  licuit  , \t  integrale  completum 
eflet 

y — %e*x-t-%>ePx-t-£eyx, 

exiften- 


Digitized  by  Google 


C A P V T II. 


3*79 


oiftentibus  a , (3  , y radicibus  huius  aequationis 
cubicae 

A— 1~  73 X — J — CX  ccio  , 

hinc  vfum  non  contemnendum  pro  aliis  aequationi- 
bus , in  quas  illam  transformare  licet , percipiemus. 
Primo  autem  illam  aequationem  ad  difierentialem  fe- 
cundi gradus  reuocare  licet  ope  fubftitutionis  y ~^udx ; 
vnde  fit 


*y—er « 

dx 


‘x"i  et 

a dxf  d du  _i_  , a du  , \ 

IdiT  ~dx~  U i’ 


ita  vt  aequatio  transformata  fit  diuifione  per 
fa&a  : 


efudx 


AH-B«+-C««+D«"+C^  + +^-“=o 

cuius  ergo  ob  u—^fx  integrale  cft 

_ aST^-f  p y £eyx 

U~  %e*x+&?*~+£e*x  ' 


Haec  autem  aequatio  vherius  ad  gradum  primum 
reducitur  ponendo  dx~~y  cum  enim  elerc^ntum  dx 
fumtum  fit  conflans,  erit  tddu—dtdu  — o feu 
ddu  — tJJ-H  , vnde  fit  et  ita  yt 

prodeat  haec  aequatio  differentiatis  primi  gradus: 
A4-B«-pC«tt+Da'+/(C+3D«)+  — -f— o 

cuius  ergo  refolutio  quoque  cft  in  poteftatc : vtrius-  - 
que  fcilicet  variabilis  u et  t \alor  per  eandem  va- 

B b b a ria- 
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riabilem  x exprimi  poteft.  Cum  enim  y per  x 
detur,  erit  primo  tum  vero  t 

ob  t-  Loco  y ergo  fubftituto  valore  fupra  in- 
vento erit 

a%e**+fl&tPx+ydeyx 
*—  %e™  + %>(F*+de')'x:  ' et 

«ttSl^+PP^^+YY^^" 

t+uu—  Xe^+fte^+dt* 

dummodo  a , p , y fint  radices  ex  hac  aequatione 

A-f-BX4-CX*+DX*=o. 

Obferuari  autem  conuenit  Jillam  aequationem  pofito 
$-\-uu—z  , abire  in  hanc  formam 

A-4-B«  + z(C-4-D«)-f-  ^/(2— ««)■=:  o 

quae  latius  patere  videtur  , quam  illae  eiusdem  ge- 
neris aequationes  , quas  fupra  tra&auimus  ; cuius  , 
quia  ratio  per  methodos  cognitas  integrandi  non  con- 
flat , refolutio  facillime  inftituitur  ponendo 


— -i?  ct  2 r 


" y dx 


d dy 

ytt  X’ 


vnde  fit 


du  — ^-  —y~  et 

uu  ydx  yjd*  >«** 


d y d dy 
' yydx1 


ideoqu.e 


dz — yd’y—  dyddy  _ „ — yjdy=r_dy* 

d u — ifCT*dy-dy>)  et  ^ yy**' 


flcque 
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ficque  rcfultat  haec  aequatio 

A + jg + f j3*‘r=o-  f=» 

Aj'+Bji+cHJ-t-D£?  = o 

cuius  refolutio  eft  oftenfa. 

Sc  holiori  j, 

n i+.  Aequatio  illa  differentiatis  primi  gradus 
* Dr</f— j-rd^C-q-sDw'— f-</w(A— l-Ba-t-Ctr  — }— I)h 

cuius  integrale  inuenimus , diligentiore  euolutione 
eft  digna.  Ac  primo  quidem  obferuo  cam  integra- 
bilem  reddi  , fi  diuidatur  per  hanc  formam  : 

DD(  — 1—  D/r(B-fr2Cw-l-3Dwi/)— t-r(C-4-3D«)(Aq-B«4-Ctt,-j-Dw,j 

*+■  (A+Btf-f- Cu ! -{-  Da  *)* 
Vnde  concludimus  et  hanc  aequationem 
D z d z — D u u d z -+-  z d u ( C ■+■  D u ) + d u ( A -f  B u ) " o 
integrabilem  fieri  , fi  diuidatur  per  hanc  formam' 

D D z’+  D zz  ( B 4-  2 Cu ) + z[  AC+'  3 AD+BO+(BD+  CC«*0); 
+ A A + 2 AB«+(  AC  + BB) ««+( AD-l-BC)^*. 

Vtrinque  autem  diuifor  ifte  nihilo  aequatus  praebet 
integrale  particulare,  vnde  cum  ( vel  z ternos  ob» 
tineant  valores , finguli  exhibebunt  integralia  parti- 
cularia. Hinc  operae  pretium  erit,  in  genere  ae- 
quationem 

y dy  -+- y P d x -f-  Qd  x~  o' 

B b b 3 inuefti— 
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inucfligarc  quae  per  formam 
y -f-  L y y -4-  -+-  N 

diuifa  integrabilis  euadat.  Per  operationem  autem 
fupra  explicatam  inuenitur : 

dL~2?dx-,  dM.-VLdx+^Qdx i dN-zQLdx  et  PN-QM—o  • 
vnde  colligitur : 

P dx-WLi  Qdx=~i  </M=|L</L+  ^ et  feu  M-^*; 

qui  valor  ibi  fubflitutus  fumto  t/N  conflante  prodit 
S^N^LL^L^N-f-sNLL^L+sNL^L* 
quae  per  d L multiplicata  , tranfit  in 
3</L</N’=</.NLVL\ 

Verum  commodius,  ac  lingulari  quidem  modo  illae 
aequationes  rcfbluuntur  , ftatuendo 

N — aZ’  et  L — ff-  i’ 


vnde  fumto  elemento  dz  conflante  deducitur  Mr~- 
hincque 

et  lLdL  + 'J"~ d-^^+  3 <xZdz. 


Ergo  d3Z^6adz’  , idcoque 

Z~ «2*  + pe2  + 'y2+^i  ?dx  — rnr  et  Qdx—a.Tdz' 

Quocirca  fumto  Zzra234-  (3  2’-+-  y2-{-  d'  haec 
aequatio 

jdy -hy.  ^ r^aZdz—o 


iutc- 
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integrabitis  redditur  diuifa  per  hanc  formam  r 

y -i-y -d£  - hy . mr  + *zz. 

Praeterea  fi  Z habeat  fadtorcs  vt  propofita  fit  haec 
aequatio : 

y dy  dz(oL+  (3  -f-  y + 3 z)  4-  dz  (oc+s'  (y+z)~o 

diuifor  eam  intcgrabilem  reddens  erit 

(y+'oi+z)(p+z))(yMoi+z)(Y +z)){  r+((3-f  z%y+z)) 

cuius  finguli  fadores  nihilo  aequati  praebeat  inte- 
grale  particulare.  Ex  vnoquoque  autem,  more  magis 
confueto  integralc  completum  ita  elicitur.  Ponatur 

j»  — v— + , 

ac  reperitur : 

v d v -i-  v d z ( y + 2 ) — d v ( a -4-  z ) ( (3  + z ) = o 
fit  porro  dv—pdz  eritque  v , et 

ditferentiando  locoque  dv  ponendo  pdz,  orietur  hacc 
aequatio 

dp{a.+zX$+z){y+z'zJz[p\{zy-*-$)p'+[y-d)(.y-$)p) 

quae  dat  hanc  feparatam 

i x dy 

(«  -+-  x )(y-h-  z ) — p { p y — a ) c p -+-  y — fi > 

Problema  145. 

1125.  Aequationis  differentiatis  cuiuscunque 

gradus 

A/+B'5+Cl£+D&,+Eg-|-«c.=o 

fumto 
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fumto  elemento  dx  conflante  , integrate  completum 
inuenire. 

Solutio. 

Et  huic  aequationi  euidens  cfl  fatisfacere  for- 
mulam y~eKx  , cum  enim  hinc  fit 

\eKx  i d/-?=\'^x : £j=XV*  . 

dx  1 dx*  7 d x* 

d*y 

et  in  genere  ^77— XB*Xx,  fa&a  fubflitutionc  per- 
venietur ad  hanc  aequationem  , pollquam  fcilicet 
pex  eXx  diuiferimus : 

A-4-BX+CX*  + DX,4-EX',-J-  etc.  — o 

ex  qua  valorem  .ipfius  X definiri  oportet.  Hinc 
littera  X totidem  valores  obtinebit , quoti  fuerit  or- 
dinis aequatio  differentialis  propofita  , quorum  fin- 
guli  aequationi  aeque  fatisfteient.  Qui  valores  fi 
fint  a , (3  , y , $ etc.  integralia  quidem  particula- 
ria erunt 

j— $(*ax  ; y"%>(Px  { jzz(£eyx  etc. 

Verum  ex  ipfa  aequationis  natura  perfpicuum  eft 
aggregata  quotcunque  horum  valorum  , ideoqne 
etiam  omnium  perinde  fatisfacere.  Cum  igitur  ag- 
gregatum omnium : 

y =:  2f  e*  * -4-  23 £ *-{-€  i* x -f-  «D  e*  x etc. 

tot  comple<flatur  conflantes  arbitrarias  2f,  23,  <£,  Setc. 
quoti  ordinis  differentialis  cfl  aequatio  propofita,  quin 
kaec  forma  eius  fit  integrate  completum , dubitari 

sequit. 
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nequit.  Afccndat  aequatio  differentiatis  ad  gradum  n 
yt  iit 


dy 


ddy 


Aj  + Bdx+Cdx' 


d\y 
-D  j-j 
dx 


dny 

. + Njf„=o 


atque  integrate  completum  ex  n partibus  conflabit  » 
quas  ex  reiolutione  huius  aequationis  algebraicae  or- 
dinis n , fcilicet 

A-t-BX-t-CX*4-DXf-|-  .....  4-  NX*=o 

definiri  oportet.  Singuli  nimirum  eius  fadores  fim- 
plices  partes  illas  patefacient,  ita  fi  fador  fit  a-X 
ex  eo  integralis  pars  nafeitur  $le*x , quae  vti  ma- 
nifcflum  eft  ex  integratione  aequationis  differentialis 
fimplicis  ay—^zzo  nafeitur.  Simili  modo  duo 
fidores  coniundim 

(a— X)((3— X)ma|3— (a-t-  f3)X  — J—  XX 

integralis  portionem  Vle** 18  e^x  fuppeditant , quae 
fimul  eft  integrale  huius  aequationis  differentialis  fe- 
cundi gradus 

apy  — (a+p)^ 

Atque  in  genere  fi  aequationis  illius  algebraicae  fa- 
dor  fit 

a — j—  b X -p-  c X*  /X  -f-  etc.  ~ o , 

ex  hoc  viciflim  formetur  aequatio  diflferentialis : 

w*-h‘A+'T£-*-lUt*-:=0 

cuius  integrale  completum  fi  fit  .7  — P , id  fimul 
Vol.  II.  C c c erit 
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erit  pars  intcgralis  aequationis  propofitae.  Atque  hoc 
modo  ex  fingul s fidioribus  aequationis  algebraicae 

A -4-BX*4-CX’  -f-  D X -4- ■+-  NX"^o 

deriuabuntur  fingulae  partes  integralis  quaefiti,  quae 
iundlae  eius  integrale  completum  conftitueut , ita  xt 
praecipuum  negotium  refolutioni  huius  aequationis 
innitatur. 

Coroll.  i. 

na5.  Si  igitur  iflius  aequationis  algebraicae 
omnes  fidiores  fimplices  fuerint  reales  fimulque  in- 
aequales , integratio  nullam  habet  difficultatem.  Si 

enim  fidior  fimplex  fit  /-f-gX  , intcgralis  pars  inde 
— /* 

oriunda  eft  6 . 


Coroll.  2. 

1127.  Si  bini  fadlores  fimplices  fint  aequales 

feu  fidior  fuerit  (/4-gX)1 , pars  integralis  inde  oriun- 
— 1* 

da  eft  e s (£  + 23*).  Si  fidior  fit  cubus  (/+-gX)f, 

fx 

inde  oritur  pars  integralis  e 6 ( £ •+- 23*H-(£**)  , 
et  ex  fidiore  biquadrato  (/+-gX)4  huiusmodi  pars 
— f* 

e « (£+$*+£* +©**). 

et  ita  porro  pro  quotcunque  fidioribus  aequalibus 
tti  ex  §.  1120.  colligere  licet. 

Coroll.  3. 
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C o r o 1 1.  2. 

1128.  Si  fa&ores  occurrant  imaginarii,  bini 
coniundti  exhibent  fadtorem  trinomium  realem,  cuius 
forma  ita  repratfentatur 

//-i-  a/g Xcof. <-t-gg XX  , 
vnde  deducitur 

^(cof^^  V— , 

quo  cum  §.  1121.  collato  fit  ct  y~f^^ 

' £ £ • 
Ex  quo  pars  integralis  ex  tali  faftore  oriunda  <y:it 

-fxcaf.j 

e £ ( 3 cof/-^  23  fin.'-^). 

6 £ s 

Coto II.  4. 

it 29.  Si  huiusmodi  formae  quadratum  inter 
fadtores  occurrat 

(//-*“  2/gXcof.<H-ggAX)*, 

feu  duo  huiusmodi  fadtores  fint  aequales , confide- 
rentur  quafi  infinite  parum  dilcrepances  , \t  in  al- 
Uro  loco  ~ fit  ; ct  ob  • 

t I 4-  U ) -/*<&■< 

e s =e  * (i-^?cof.<); 

cof/-^  ( 1 +u)=rcof/-i^i. - et 

fin /*fad  ( i + u)  ==  fin. 'JlZilI  4-  ^LUSsd^/sBtS : 

C c c 2 ex 
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ex  hoc  fadore  colligitur  pars  integralis 

-/*«■/.<?  r o{/  c0(  Afa-i  _ w£*«££  cof/^  — 3t' ufxfl— 

, g ^ £ s £ £ £•  r 

/4-23'  Gn.Mi£  - <Q' u/*^  fin |+  gy^s? Coif^\ 

cui  prior  addi  debet.  Hunc  in  finem  conflantes  ita 
contrahamus  ponendo 

2(-f-5l'  = 2 ; ~ g/ «■>/«<*? _ q 
£ £ 

gj/  — g . — M'  aj  fjin.  j l&ufcof.j  — £ 

£ £ 

vnde  illae  conflantes  ytique  determinantur  , eritque 
pars  integralis  refpondens : 

^"^“((e+©.v)C0f/^4-(S  + ^x)fin/-i^. 


Scholion. 


1130.  En  ergo  vniuerfam  methodum  huiusmodi 
aequationum  differentialium  integralia  inueniendi 


dy  ddy  d’y 
^^dx^tiT+^dx'  4" 


. t d*y 


ita  in  compendium  contradam.  Scribatur  \t  ifte 
laterculus  indicat: 


loco  y 

dy 

ddy 

d’y 

d*y  I 

d*y  I 

dx 

dx 

dx 

dx*  1 • • 

‘ * dxn  1 

I fcribatur  1 

z 

Z 

5 

*4  1 

zn  | 

\t  oriatur  haec  aequatio  algebraica 

A-HBz+Cz^Dz^Ez4-}- . ...+N2"ro 

cuius 
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cuius  Gnguli  fadores  reales,  fiuc  fimplices  fiue  du- 
plicati notentur , atque  infuper  cafus  quibus  duo 
pluresue  funt  inter  fe  aequales  probe  obferuentur. 
Tum  cuiustnodi  partes  pro  Integrali  quaefito  ex  lin- 
gulis fadoribus  oriantur , ex  fequente  Tabella  in- 
telligere  licet : 


Fadores 


Partes  integralis 


— fx 

f+gz  * 

if+gz)'  (3(+S3ar)*~ 

( f+gz y ($H-S3*+ea;>~ 

~t  x 

(f+gzY  {&+&x+€x* +$)x'  je  « 

—fxcor.{ 

ff+zfgzcotZ+ggzz  e « (Sfcof 4-95fin.^) 


( //+  *fg z + &&ZZY 

{ //+  2/  £-cof-  £ +£izz  )* 


•=&£*  J (a + 25 .v)  cof 

- ((  <*  + 6 x)  fin  tlf!*-?- 

•=&!*  C a+£ar+€arx)col/2^ 
e /a  + b ar+  ( ara:  J 


Pro  fingulis  autem  fodoribus  diuerfae  litterae  con- 
flantes fcribi  debent  , xt  integrale  omnibus  numeris 
completum  obtineatur. 

Exemplum  1. 

1131.  Aequationis  different iahs  quarti  gradus  i 
v_  * d y -u  '±±2  — i-ffZ-  4-^—0 

y dir  ^ a*1  u*r 

integrale  completum  ajjigrare. 

C c c 3 Hinc 
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Hinc  oritur  aequatio  algcbraica: 

I — 2Z~h  2ZZ—2Z*  -+-Z*~0 

quae  in  hos  faftores  refoluitur  ( i—  z.)  (i+zz) 
quorum  prior  ob  fzz  i et  g— — x praebet  lianc  par- 
tem integralis  (2l-l-23jr)f*,  alter  vero  fatflor  ob  f—i; 
cof.£zz:o  ; g- 1 et  fin.£~x  dat:  Slcof a'+35fin.ar. 
Quare  integralc  completum  , quod  quaeritur  , erit  . 

y — ( 21  -p-  23  x ) ex-\-  (Ecof.  *4- £)  fin.  x 

continens  quatuor  conflantes  arbitrarias.  Quod  fi  ve- 
limus vt  pofxto  x~o  , fiat  y — O,  fieri  oportet 
91-1- (E—  o , fi  etiam  J*  eodem  cafu  euanefeere  de- 
beat , ob 

±2 — ( 9(  4-  23  4-33*  )e* — (E  fin.  x 4-  © cof.  x 

fieri  debet  9H-»4-©=o.  Si  praetera  eua- 
nefeere debeat  , ob 

J§?=  ( Si  4-  2 33  4-  23  *)**- Ccof  x-©  fin.  * 

fieri  debet  2(4-2  23— £ — o.  Quare  his  tribus  con- 
ditionibus fatisfaciemus  fumendo  <£=— 21  p 23—— 21 
«t  ®~o  , ita  vt  fit  integrale: 

j~2l(  i — x)e*— 2(cof  *. 

Exemplum  2. 

X132.  Aequationem  differentialem  quarti  ordinis 
Ajt-HC^  + E£J=o 
fumto  elemento  dx  conflante  integrare. 

Aequa- 
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Aequatio  algebraica  ad  integrationem  perdu- 
cens eft : 

A-1-Czz-+-Ez4— :o 

quae  femper  duos  fidiores  duplicatos  realcs  habet  1 
quorum  forma  duplex  effe  poteft : 

vel  (aa-h2maz-hnzz)(aa— zmaz-\-nzz) 
rei  (aa+mzz)(aa  + nzz). 

Ex  priori  eft  : 

A— a* ; C = znaa— e^mmaa  ; E~nn 
ex  pofteriore  vero 

Arra*;  C—[m-\-n)aa  \ Err  mn 

femper  autem  terminum  primum  A biquadrato 
repraefentare  licet , et  prior  refolutio  locum  habet  , 
fi  E fit  numerus  pofitiuus,  et  awaa-C  feu  2VAE-C 
quoque  pofitiuus,  ideoque  4AE>»CC.  Pofterior 
vero  fi  CC<£4-AE.  Tum  igitur  videndum  eft,  ad 
quamnam  claflem  finguli  fidiores  pertineant , vnde 
fequentes  calus  occurrent : 

I Si  omnes  quatuor  fidiores  fimplices  funt 
reales  , erit 

A-fCzz+Ez*:=(a  + z)(a— z)[b+z)[b-z) 
haec  habebitur  aequatio : 

aabby—(aa+bb)ij-£r'- 1-  j^-rro- 
cuius  integrale  completum  eft  : 
y rr  31  55  H- 

Ac 
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Ac  fi  fit  b—a  , huius  aequationi* 

i a a dd* 
d x* 


ay- 


intcgrale  completum  erit 

i 

II  Si  duo  fidiores  fimplices  fint  reales , duo 
vero  imaginarii , erit 


A+C22+E2*— [a-\-z){a— z)(bb+zz) 
haec  habebitur  aequatio : 

aabby+^aa-bb)^  - g = o 
cuius  integrale  completum  eft : 

y 9t  et ,x+ 23  e~ax + £ cof.  b x 4-  © fin . b x. 


III.  Si  omnes  fidiores  fimplices  fint  imaginarii» 
duo  cafus  funt  euoluendi : 

1)  fi  A-t-Czz-t-Ez*~(aa  + zz)(bb+zz) 
ynde  huius  aequationis 

aabby-+-[aa  + bb)d£?  £l=o 
integrale  completum  erit : 

y zz  9(  cof.  a x + 93  fi  n.  a x +(E  cof.  b x + © fin.  b x 
2)  fi  A+C22+E24-(flfl+2fl2C0f^f22)(aa-afl2C0f.^+««)  . 
vnde  huius  aequationis 

«V-^coC^+^o 

inte- 
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integrate  completum  eft 

7 = r*-«*  •+*  ( 21  cof.  <2  x fm.  £ -+■  » fin.  o *fin.  £ ) 
+ “ 0 *• f(  € cof.  a * fia.  < + £>  fio.  a * fin.  < ). 

At  fi  fit  priori  cafu  b — a feu  pofteriori  cof.^~0 
huius  aequationis 

♦ , t±**d2  _i_  412L  = o 

-'“.d**  ‘ dx*  

integrate  completum  eft 

^ j'=(5t-t-Sear)cor.fl.r-f-(e-i-Jt>Arjfin.flX 


Scholion  i. 


1133.  Cum  igitur  aequationis 
A^-t-c^H-^  = o 

integrale  aflignari  pofiit  , omnes  aequationes  qua* 
inde  deriuare  licet , integrari  poterunt.  At  haec 
aequatio  per  2 dy  multiplicata  primo  per  integra- 
tionem ad  differentialem  tertii  ordinis  reducitur: 

A y/-h  c-££  -H  - Conft. 

Io  integrali  autem  ante  inuento  conflantes  21,  S3,  <1 , © 
ita  definire  licet , vt  haec  confians  Conft.  euanelcat , 
ideoque  huius  aequationis 

Av+^+  = o 

integrale  completum  erit  in  noftra  poteflate.  Nunc 
ponatur  yzzeSvdx  \t  fit  v—  , et  ob 

atque  &S=«J“1g+!ar+<’'). 

Vol.  II.  Ddd  aequa- 
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aequatio  noflra  hanc  induit  formam  t 

4-  -M»4-  SS)= o. 

Sit  porro  rf*=if,  « fit  /=H=/n3—  ,-}5» 
erit  et  Y]?-— » vn(^e  haec  ae- 

quatio difierentialis  primi  gradus: 

A-hCvv4-E(’-~ ' -xx  + 4V4;x+u*)rzo 

cuius  relatio  inter  v et  x ita  ex  relatione  inter  x 
et  y inuenta  definitur,  vt  fit 

v—  if-  et  s=zt**y^4 l\ 

ydx  y y di* 

Scholion  2. 

j # 

1134.  Retenta  autem  illa  conflante  per  inte- 
grationem ingrefia  , vt  habeatur : 

Ajj+  -4-  = G 

in  integrali  completo , quo  ^ per  at  exprimitur  » 
conflantes  9t , & , € , ID  quantitati  huic  G confor- 
xnitcr  determinari  poterunt  Nunc  igitur  ponatur 

dx--t  yt  fit  em  Ti-=SJ  et  T*-d-^ 

ideoque  = j ‘y^iy-  Vnde  obtinetur  haec  aequa- 

tio difierentialis  fecundi  gradus: 

. Ar/+Cuu+EC-ffJ.'£  - *#£)=G 

\bi  confideratio  elementi  pro  conflante  affumti  efl 
exuta.  Nihil  ergo  impedit  quo  minus  fumamus  dy 

’ pro 
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pro  conflante , fietque 

AAr+C«+E(!^-4-^i|l)=:G 

quae  ergo  aequatio  etiam  integrari  potefl. 

Vel  fi  ponamus  yy~p  et  uu~q , fumto  elemento  dp 
conflante  , prodibit  haec  aequatio  : 

ApH-  )—  G. 

* 

Vel  fi  in  illa  aequatione  ponatur  u~r T,  erit  , 

Aj7 + CtM-  j Er1.  dJ£-  - G- 

Quarum  formarum  integratio  fine  hoc  fubfidio  maxi- 
me  ardua  videtur. 

Problema  14  6. 

1135.  Propoli ta  aequatione  differentiati  ordini» 
d*y 

cuiuscunque  a*y  + 0 » ^bi  eleme.itum  dx  con- 

flans eft  affumtum , eius  integrale  completum  in- 
veftigare. 

Solutio.  , 

Aequatio  algebraica  folutioni  infcruiens  , eft 
c*  zn  — o pro  cuius  refolutione  duos  cafus  confi- 

derari  conuenit , prout  fignum  vel  fuperius  vel  in- 
fferius  valeat. 

I.  Valeat  fuperius,  vt  haec  propofita  fit  aequatio 
d*y 

Ddd  2 et 
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ct  formulae  a'-hz*  fadtores  reales  lunt 
flii-ifl3C0f.j+2z;  a a - a a z coC  '3  -+-  z z ; 

aa  — zazcot  \ etc* 

quorum  vltimus  elt  vel  aa  — zazcoC™  -\-zz  vel 
aa— zazcoO-l——  +zz  , prout  vel  n vel  n — i 
fuerit  numerus  impar  , atque  illo  quidem  cafu  loco 
fa&oris  quadrati  aa-\-zaz-\-  zz  eius  radix  a-\~z 
fumi  debet. 

Hinc  illius  aequationis  integrale  completum  eft 
' ax  coC  ~ . 

y—-\-c  " (21coCflxfin.!-|-251in.flarfin.^) 

flxcof.  — . 

4- e " (<&of.«xGn.^+©&n.*xGn.^) 

^ ^«xcof.  , ^ co['ax  fin.^-f  8 a x fin. 
etc. 

cuius  expreflionis , G n fit  numerus  impar , vltima 
pars  fit  <$le~a*.  Quod  integrale  etiam  ita  poteft 
exhiberi 

oxcof.*  ~ _ axcoCil  r. 

cof (flxfin.  J " cof(  a xfin.il -}-&) 

flvcof  — fljrcof.  — 

+(Ee  "cof(axfin.il-l-c)-i-SDr  B cof.(ax  Gn.il -H>) 

k etc. 

quae  forma  eousque  continuari  debet , quoad  fimiles 
termini  recurrant 

II. 
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II.  Si  valeat  fignum  inferias , propofitaque  fit 
haec  aequatio: 

, , <Fy 


formulae  a'-z " fetores  reales  fiintr 

M~ z ’ ««—aaacof.Y-f-»?  ,•  — 2c2?cor^?-4-*Xf 

aa-tazcoC.tJr  + lz  ; etc. 

quorum  fi  o numerus  par  , vltimus  eft  a -i-*  Ca 
autem  impar  y ~ 

aa—2azcoCtS~~ll-+-zz. 

Quare  aequationis  huius  integrare  completum  eff 
ij_uoC  — 

y—%^e  "(58cof.tf*fin.^M-€fia.*;rGa’Jr) 

ajrcof.^, 

+*  " (®cofaa:fin.‘-Jr+(Jfin.aa:fin.*Jr) 

axcof.i? 

* (ScoCfljefin/JT  + efm a*fia,±_rj 
etc. 

quod  integrale  etiam  ita  exprimi  poteft  ; 
ox  cof  ~ 

JZ  e • - coqajrfijfcLj^) 

Q VCOf  r 

4-  cof.  (ax  fin.  q-  c)  q-  © e CO ‘ » cof.(ajcfin.^4-M 

etc..  ' 

quae  forma  eousque  eff  continuanda  ^ quamdiu  ter- 
mini  a prioribus  diuerfi  prodeunt. 

D d d 3 Scho-  > 


I ■ 
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fumto  elemento  dx  conflante  , integrale  completum 
inuenire. 


Solutio. 


Et  huic  aequationi  euidens  eft  fatisfacere  for- 
mulam yzzih*  , cum  enim  hinc  fit 


dd'=^Xi 


‘*1Q— X‘^x : 

d x*  7 d x* 


dPy 

et  in  genere  \neXx , faba  fubftitutionc  per- 

venietur ad  hanc  aequationem  , poflquam  fcilicet 
per  eXx  diuiferimus : 

A+BXq-CX'4'DX  -f- EX  q-  etc.— o 

ex  qua  valorem  .ipfius  X definiri,  oportet.  Hinc 
littera  X totidem  valores  obtinebit , quoti  fuerit  or- 
dinis aequatio  diffcrentialis  propofita  , quorum  fin- 
guli  aequationi  aeque  fatisfacient.  Qui  valores  fi 
fint  a , (3  , y , $ etc.  integralia  quidem  particula- 
ria erunt 

^—9 etc. 

Verum  ex  ipfa  aequationis  natura  perfpicuum  eft 
aggregata  quotcunque  horum  v alorum  , ideoque 
etiam  omnium  perinde  fatisfacere.  Cum  igitur  ag- 
gregatum omnium: 


tot  complebatur  conflantes  arbitrarias  21,  35,  <£,  ©etc. 
quoti  ordinis  diffcrentialis  eft  aequatio  propofita,  quin 
luee  forma  eius  fit  integrale  completum  , dubitari 

sequit. 
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nequit.  Afcendat  aequatio  diffrreutialis  ad  gradum  n 
■vt  iit 


„ dy  ddy 
Aj  + Bdx+C  dS~ 


d'y 


■ + Nd^n~° 


atque  integrale  completum  ex  n partibus  conflabit  > 
quas  ex  refolutione  huius  aequationis  algebraicae  or- 
dinis n , fcilicet 


A — (—  B X -f- C X - D X -f- .....  4-  N X* — o 

definiri  oportet.  Singuli  nimirum  eius  fadores  fim- 
pliccs  partes  illas  patefacient,  ita  fi  fadlor  fit  a~X 
ex  eo  integralis  pars  nafcitur  9fe“x,  quae  vti  ma- 
nifefium  eft  ex  integratione  aequationis  differentialis 
fimplicis  a.y—d£—  o nafcitur.  Simili  modo  duo 
fadores  coniunftim 

(a— X)((3— X)rza(3-r(a-l-  (3)X-J-XX 

integralis  portionem  9leax-f-  23^*  fuppeditant , quae 
fimul  eft  integrale  huius  aequationis  differentialis  fe- 
cundi gradus 

Atque  in  genere  fi  aequationis  illius  algebraicae  fo- 
dor fit 

a-\- b~K~\~ cX  -4-/X  -f—  etc. ~ o , 
cx  hoc  viciflim  formetur  aequatio  differentialis  • 

ay * H +cT*r  -+•/  B etc  ~ ° 

cuius  integrale  completum  fi  fit  ^ — P,  id  fimul 
Vol.  II.  C c c erit 
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erit  pars  intcgralis  aequationis  propofitae.  Atque  hoc 
modo  ex  fingul.s  favoribus  aequationis  algebraicae 

A-bBX-f-CX’ -f-  DX  *4- ~+- NX^o 

deriuabuntur  fingulae  partes  integralis  quaefiti,  quae 
iundae  eius  integrale  competum  conftituent , ita  vt 
praecipuum  negotium  refolutioni  huius  aequationis 
innitatur. 

Coroll.  i. 

iia5.  Si  igitur  iffius  aequationis  algebraicae 
omnes  fodores  fimplices  fuerint  reales  fimulque  in- 
aequales , integratio  nullam  habet  difficultatem.  Si 
enim  fodor  fimplex  fit  /-hgX,  integralis  pars  inde 

— /g 

oriunda  efl  fye  e . 

Coroll.  2. 

1127.  Si  bini  fodores  fimplices  fint  aequales 
feu  fodor  fuerit  (/+gX)\  pars  integralis  inde  oriun- 

da  eft  e 5 (2H-23*).  Si  fodor  fit  cubus  (/+gX)', 

— f X 

inde  oritur  pars  integralis  e * ( 9C  — f-  23  x-  — J—  GT :»:* ) , 
et  ex  fidore  biquadrato  (/4-gX/  huiusmodi  pars 

— /g 

e * (SH-SSar+C* +£>**). 

et  ita  porro  pro  quotcunque  ftdoribus  aequalibus 
Yti  cx  §.  1120.  colligere  licet. 

Coroll.  3. 
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1128.  Si  fu&ores  occurrant  imaginarii , bini 
coniundti  exhibent  faftorem  trinomium  realcm,  cuius 
forma  ita  repratfentatur 

//- 4-  a/gXcof.^-HggXX  , 
vnde  deducitur 

X — ~ jr ( cof. % -4-  V — i.fin.ff)  t 

quo  cum  §.  1121.  collato  fit  ct  v~f^% 

Ex  quo  pars  integralis  ex  tali  faftore  oriunda  qrit 

-/»«>/•£ 

* « (8  coC/-&sJ  4-  23  {iqSjUHJ  \ 

Coro II.  4. 

1129-  Si  huiusmodi  formae  quadratum  inter 
faftores  occurrat 

C/y-V-  a/gXcof  ^-f-ggXX)*, 

feu  duo  huiusmodi  fadtores  fint  aequales , confide- 
rentur  quafi  infinite  parum  dilcrepantes , \t  in  al- 
tiro  loco  t fit  g- ( x — l— w ) - ct  ob  • 

T fx*S.(  (j  1 u)  -fxcof.< 

e 1 * (1—  ^cof£); 

cof/*M  ( 1 +u)-cof/-£^  ~ 9l*2±±faf*£!Ll  et 

( x 4-  w)  = dn.f */”■.?  4.  •sL*J^iear/S£sJ  i 

8 ' ' fi  * 8 fi 

C c c 2 ex 


L 
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ex  hoc  faftore  colligitur  pars  integralis 

-fxcoj.t  f 9</ c0(  __  u fxrof-i  r0r/*M  — %'  *fxSnX  fin 

l 6 B S *«•( 

/+3y  -%5lufx  fin  ix^ $3'  uf^in-i c0[/xfi''-^ 

v.  £ £ £ £ £ 


cui  prior  addi  debet.  Hunc  in  finem  conflantes  ita 
contrahamus  ponendo 

$14-21'  ~ £ i — g' M/e^^  4-  w^LLindL  — 0 
£ £ 

23  -P  35'  — § ; — g'  M ? tg'  u/eof.  i — jgj 

£ £ 

vnde  illae  conflantes  Ytique  determinantur  , eritque 
pars  integralis  refpondens : 

e^~\ ((e+@.v)cof/^  + (5  + J&x)fin/-i^i. 


Scholion. 


1130.  En  ergo  vniuerfam  methodum  huiusmodi 
aequationum  differentialium  integralia  inuenieudi 


dy  ddy  d'  y 

A'+*Tx+CEr+Dd?  + 


ita  in  compendium  contratfam.  Scribatur  \t  ifte 
laterculus  indicat*. 


loco  y 

dy 

ddy 

d'y 

d*y 

d*y  I 

dx 

dx 

dx 

dx ‘ 

dxn  1 

I fcribatur  1 

z 

** 

z 

24 

1 2"  | 

Yt  oriatur  haec  aequatio  algebraica 

A + Bs4-Cs,4-Ds,4-Es44-  ....  4-Ns*rr  o 

cuius 
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cuius  finguli  fa&ores  reales,  fiue  fimplices  fiue  du- 
plicati notentur , atque  infuper  cafus  quibus  duo 
pluresue  funt  inter  fe  aequales  probe  obferuentur. 
Tum  cuiusmodi  partes  pro  Integrali  quaefito  ex  fin- 
gulis  fa&oribus  oriantur , ex  fequente  Tabella  in- 
telligere  licet : 

Fattores 

f+gz 
(f+g*T 
(/+«*)' 

(/+«*)* 

ff+zfgzcoCZ+ggzz 
(ff+*fgztotZ+ggzz)' 


(ff+zf  gz  cof.  < +ggzz)‘ 


Partes  integralis 

— fx 
8 

— fx 

(2(  + 23.v)e  8 

/* 

(2U-23*+e*>  8 

— t X 

(31+93x+Sx +©*>  8 

—JxCrf.j 

e 8 (Sfcof  +5Bfin.^) 

C(21+ 33 . v ) cof/-%/ 

* . ^(a +-&*)fin^i- 

C 91+23a+Gu*)coi/s|!^ 

* 6 ^a+bA+c**)fin/*k< 
etc. 


Pro  fingulis  autem  fafloribus  diuerfae  litterae  con- 
flantes Icribi  debent  , st  integrale  omnibus  numeris 
completum  obtineatur. 

Exemplum  1. 

1131.  Aequationis  differentiatis  quarti  gradus : 

v_  'd  y + - '-Pc  + 

y cTx~  ' d a x*  * a * 

integrale  completum  affigrare. 

Ccc  3 Hmc 


\ 
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Hinc  oritur  aequatio  algebraica: 

2ZZ  — 2z’-\-z*~ o 

quae  in  hos  faftores  refoluitur  ( i — «.)*(  i+zz) 
quorum  prior  ob/“i  et  g— — i praebet  hanc  par- 
tem integralis  (21+33*)**,  alter  vero  fattor  ob/zij 
cof.^rzo  ; gzi  et  fin  £zr  dat:  21  cof*  4- 23  fin.*. 
Quare  integrale  completum  , quod  quaeritur  , erit  . 

y — ( 21  -+  23  * ) **  £ cof.  * S (in.  * 

continens  quatuor  conflantes  arbitrarias.  Quod  fi  ve- 
limus vt  polito  *— o , fiat  y — o,  fieri  oportet 
2t-f-(E“.o  , fi  etiam  eodem  cafu  euanefcere  de- 
beat , ob 

( 21  -4-  23  -4-  33  x )ex  - £ fin. *-*-£  cof  * 

fieri  debet  2H-33-l-S)=o.  Si  praetera  ^2  eua- 
nelcere  debeat , ob 

d^—  ( 21  -4-  2 23  -4-  23*)**- <Tcof  *-SD  fin.  * 

fieri  debet  21+ a 23— £ — o.  Quare  his  tribus  con- 
ditionibus fatisfeciemus  fumendo  £:=  — 21  j1  23zi— 21 
,et  £)  — o , ita  vt  fit  integrale: 

y— 21(x— *)*x-2(cQf.*. 

Exemplum  2. 

1x32.  Aequationem  differ enttalem  quarti  orditur 
Ay-t-c£:-t-E£=o 
ffutnto  elemento  dx  conflante  integrare. 

Aequa- 
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Aequatio  algebraica  ad  integrationem  perdu- 
cens eft : 

A-bCzs-hEz4— : o 

quae  femper  duos  fadlores  duplicatos  reales  habet  i 
quorum  forma  duplex  effe  poteft : 

▼ei  (aa-\-imaz-\-nzz)[aa— zmaz-\-nzz) 

rei  (aa-\-mzz)(aa  + nzz). 

Ex  priori  eft  : 

A —a* ; C—znaa  — \mmaa\  E —nn 
ex  po floriore  vero 

Az=a*i  C—(m-j-n)ara ; E =zmn 

femper  autem  terminum  primum  A biquadrato  a4 
repraefentare  licet , et  prior  refolutio  locum  habet  r 
fi  E fit  numerus  pofitiuus,  et  inaa-C  fcu  2VAE-C 
quoque  pofitiuus,  ideoque  4AE£»CC.  Poflerior 
vero  fi  CC<^4-AE.  Tum  igitur  videndum  eft,  ad 
quamnam  cladem  finguli  fh&ores  pertineant , vnde 
fequentes  calus  occurrent : 

L Si  omne*  quatuor  fa&ores  fimplices  funt 
reales  , erit 

A-+-Czz+Ez4=(a  + 2){fl— z)[b+-z)(b-z) 
haec  habebitur  aequatio : 

aabby— (aa+bb)d^  ^rzzo- 
cuius  integrale  completum  eft  : 

Ac 
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Ac  fi  fit  b~a  , huius  aequationi» 

♦ * a a ddy  d4v 

*y — t*2-  -t-  A—o 


integrale  completum  erit 

y={%+1Qx)ea*+{Z+S)x)e 

* 

II  Si  duo  faftores  fimplices  fint  reales , duo 
vero  imaginarii  , erit 


A+Czz  + Ez*— [a-\-z){a— z)(bb+zz) 
haec  habebitur  aequatio : 

aabby+^aa-bb)*^  -£g  = o 
cuius  integrale  completum  eft : 

y ~ 21  £a*+ 23  e"** + £ cof.  b „r  4-  © fin . b x. 


III.  Si  omnes  fa&ores  fimplices  fint  imaginarii» 
duo  cafus  funt  euoluendi  : 

i)  fi  A~\-Czz-{-Ez*—{aa+zz)(bb‘\-xz) 
vnde  huius  aequationis 

aabby-\-[aa+bb)\ -f- 
integrale  completum  erit : 

y rz  2(  cof.  a x + 23  fi  n.  a x + (E  cof.  b x + © fin.  b x 
a)  fi  A+Czz+Ez4-(aa+2azcoC%tzzXaa-2azcof.%+ze)  ■ 
vnde  huius  aequationis 

« a oo  ddy  r y . d4y 

oy ^.^cof.a^-f^-  o 

intc- 
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integrate  completum  eft 

+ e~ 0 V*  {[  £ cof.  a x fin.  % + © Cd.  a x fin.  £ ). 

At  fi  fit  priori  cafu  b — a feu  pofteriori  coi.  O 
huius  aequationis 

d*  • 


4 

ay 


i eaddy  i 

. d x«  ~~  dx* 


— O 


integrale  completum  eft 

Scholion  i. 


1133.  Cum  igitur  aequationis 
A y -+-  c-^y  -4-  UI2  — o 

integrale  aflignari  poflit  , omnes  aequationes  quas 
inde  deriuare  licet , integrari  poterunt.  At  haec 
aequatio  per  2 dy  multiplicata  primo  per  integra- 
tionem ad  differentialem  tertii  ordinis  reducitur : 

• A U-h-  c-££  -t-  — Conft. 

In  integrali  autem  ante  inuento  conflantes  9(,  23,  (E,  © 
ita  definire  licet , vt  haec  conflans  Conft.  euanefcat , 
ideoque  huius  aequationis 

integrale  completum  erit  in  noftra  poteflate.  Nunc 
ponatur  j»— \t  fit  -iz_ } ct  ob 

atque  +«'), 

Tu/.  //.  D d d aequa- 
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aequatio  noftra  hanc  induit  formam  t 

a+c^+e(44.-  + ‘5S4?  -h«*-S)=o, 

Sit  porro  dx^if , w fit  t=r,=?£ir  — /fi*. 
‘erit  *A?—ds  et  ^ » vnde  wfultat  haec  ae- 

quatio diSerentialis  primi  gradus : 

A - V C v v 4-  E ( — s s + + v v s + v* ) — o 

cuius  relatio  inter  v et  r ita  ex  relatione  inter  x 
et  y inuenta  definitur,  \t  fit 

v=  et  s—1?dy.-Tjy-\ 

jtdx 

Scholion  2. 

1134.  Retenta  autem  illa  conflante  per  inte- 
grationem ingrefia  , \t  habeatur : 

4 W+  -+■  — G 

in  integrali  completo  , quo  y per  x exprimitur  » 
conflantes  & , 55 , € , fD  quantitati  huic  G confor- 
mi ter  determinari  poterunt.  Nunc  igitur  ponatur 
dx—-tvt  fit  /x-u,  em  j%=Sy- , et  jS=d.^ 
ideoque  j-yd  ^j.  Vnde  obtinetur  haec  aequa- 

tio differentialis  fecundi  gradus: 

: A>,+C««+E(^V.*£--ij£i.)=G 

"vbi  confideratio  elementi  pro  conflante  affumti  eft 
exuta.  Nihil  ergo  impedit  quo  minus  fumamus  dy 

, pro 


Digitized  by  Google 


C A P V T n. 


99$ 

pro  conflante , fietque 

quae  ergo  aequatio  etiam  integrari  potefl. 

Vel  fi  ponamus  yy~p  et  uu-q,  fumto  elemento dp 
conflante  , prodibit  haec  aequatio  : 

Ap H-  C q -f-  E ( ) — G. 

* 

Vel  fi  in  illa  aequatione  ponatur  «=rT,  erit 

Aj7+Cr?-ME£.4|£  = G. 

Quarum  formarum  integratio  fine  hoc  fubfidk)  maxi* 
me  ardua  videtur. 

Problema  145. 

3135.  Propofita  aequatione  differentiati  ordinis 
d*y 

cuiuscunque  o11^  + ^-„=r  o , vbi  eleme  itum  dx  con- 

flans  eft  aflumtum  , eius  integrale  completum  ia* 
veftigare. 

Solutio.  , 

Aequatio  algebraica  folutioni  inferuiens  , eft 
4_  2n  — o pro  cuius  refolutione  duos  cafus  confi- 
derari  conuenit , prout  lignum  vel  fuperius  vel  in- 
ferius valeat. 

I.  Valeat  fuperius,  vt  haec  propofita  fit  aequatio 
d*y 

D d d a et 
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et  formulae  a"  4-  z*  fadores  reales  funt 
a a — i a zzol  \ ->r  z z \ a a - a a z cof.  4-  « 2 ■ 

aa—  zazcoC  ~—i-zz  ; etc- 

quorum  vltimus  efl:  vel  aa- 2 <72  cof™  +22  vel 
aa—iazcoC(-^=~-—~hzzt  prout  vel  n vel  n — 1 
fuerit  numerus  impar  , atque  illo  quidem  cafu  loco 
fa&oris  quadrati  aa-h  iaz-tzz  eius  radix  a-\~z 
fumi  debet. 

Hinc  iftius  aequationis  integrale  completum  eft 

* ij  xcoC.  — 

” (StcoCflxGn.i-f-SSfin.flarfip.^) 

ax  cof.— . 

4-e  n (£cof.axGn.i3+JDfrn.aa:fin.i^) 
axcof.— , _ „ _ 

4-*  n(€cofaxGn.^?+5Gn.axGn.^) 
etc. 

cuius  expreflionis , G n Gt  numerus  impar , vltima 
pars  Gt  <2le~a*.  Quod  integrale  etiam  ita  poteft 
exhiberi 

flvrof  — axeof — 

yzzlie  “ cof (axfin. ! +a)-l-5S^  8 cof  (axGn.^-f-6) 

axeof  — cxcof.  — 

+Ze  " cof  (axGn.  ~ + c)+£te  “ cof.(a*Gn.£q-b) 

‘ etc. 

quae  forma  eousque  continuari  debet , quoad  fimiles 
termini  recurrant 

II. 
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II.  Si  valeat  fignum  inferius , propofitaque  fit 
haec  aequatio: 


« * 


d*y 


formulae  a*  -z*  favores  reales  fiintr 

*— z;  aa—  2azcoC~~^zz  ,•  a<a  — 2 a zcoC.~ z z ; 

aa  — iazco[.~-{-zz\  etc. 

quorum  fi  a numerus  par  , vltimus  cft  a-\-z  vfia- 
autem  impar 

a a— 2<7ZCof.(-l=^-i-  -+-zz. 

IL  • 

Quare  aequationis  huius  integrale  completum  eff 

y—%fXJre  " (5Bcof.«xfia.ij^+(EGu.fl.rGa 
a xcoC.— 

-\-e  " (©coCtfxfin.  -4-£Gn.o*  fia 4-^) 

axcof.6— 

" Ocof  a*fin.*^-4-©fin.axfin.^] 
etc. 

quod  integrale  etiam  ita  exprimi  poteft  : 
flxcof— 

yz  * cof^flxfio^  4-&) 

“ cof.(<ixGn.  +c)  + ©r  0 cof.(axGn.^  +b) 
etc. 

quae  forma  eousque  eft  continuanda  ,^quamdiu  ter- 
mini a prioribus  diuerfi  proieunt. 

Ddd  3 Scho- 
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Scholion  i. 

1136.  Pro  -variis  ergo  exponentis  n valoribus 
integralia  fequenti  modo  fe  habebunt , ac  primo 

c (*y 

quidem  pro  aequatione  any  -4-  ^5  = o. 

I.  Aequationis  ay- f- o integraie  eft 
• y—%trax 

II.  Aequationis  ay- +-  f-f—o  integraie  eft 
y = 2(  cof.  { a x 4-  a ). 

» 

III.  Aequationis  ay-\-~-*s~ o integraie  eft 

y=z%e'aX  cof.(‘-if!  +a)4-»f-ax. 

IV.  Aequationis  «*y~\-f£zzo  integraie  eft 

4-«)4-5B^7*cor(^  4-5). 

V.  Aequationis  p integraie  eft 

jz9(<,^‘,‘*cof.(aj:Cn.3604a)-iS3e-<’;ce^,,',cof.'oA.Cn.7aM5)4  (£e~°*. 

VI.  Aequationis  ay 4-  jji£  ~ o integraie  eft 

• *v » .«v, 

y=.%t  * cof.(iflx+o)+SBcof.(«+b)4ee  • cof.(;flx-K) 

etc. 


Simili  autem  modo  pro  altera  forma 

„ fy 


inte- 
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integrationes  ad  valores  fimpliciores  exponentis  « 
accommodatae  ita  fe  habebunt : 


I.  Aequationis  ay—^=:o  integrale  eft: 

II.  Aequationis  ay—  integrale  eft: 

j'=3(*4*4-S3*“a*. 

IIL  Aequationis  ay—^^o  integrale  eft  s 

4-*) 

IV.  Aequationis  a*y  — — ° integrale  eftt 

• j=:5te9*+S5cof.(ax-i*6)4-etf-a* 

V.  Aequationis  ay—  — o integrale  eft: 

y — 9(  **  * 4-  SV1  * r‘ ** coC  ( a x fin.  7 a*  4-  & ) 

**  / » 

a*ctf,,4*coC(axGn.  3S  4“<)* 

VI.  Aequationis  <*V—  IT*^0  integrale  eft  : 

ficque  quousque  libuerit  progredi  licet. 
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Scholion  2. 

1137.  Quamuis  methodus, qua  hic  fum  vfus, 
expedite  integralia  aequationum  in  propofita  forma 
contentarum  fuppeditet , a principiis  tamen  integra- 
tionis omnino  abhorret.  Cum  enim  aequatio  differen- 
tialis  eft  altioris  gradus , leges  integrationis  poftu- 
lant , vt  toties  feorlim  integretur  , antequam  ad  re- 
lationem finitam  inter  binas  variabiles  petueniatur  , 
et  dum  lingulae  integrationes  conflantem  arbitrariam 
recipiunt , hoc  demum  modo  integrale  completum 
obtinetur.  Ha&enus  autem  vna  quafi  operatione 
integrale  poftremum  eruimus,  cum  omnibus  conflan- 
tibus, quibus  id  completum  redditur;  reuera  fcilicet 
fola  conie&ura  vtentes  plura  integralia . particularia 
fumus  adepti , atque  natata  aequitionis  commode 
permifit,  vt  ex  iis  integrale  completum  formare  lice- 
ret. Verum  .fi  leges  integrandi  ftridle  obferuare  ve- 
limus , propofita  verbi  gratia  aequatione  diflerentiali 
quarti  gradus , quadruplici  integratione  opus  erit , 
quarum  prima  , ea  reducatur  ad  aequationem  diffe- 
rentialem  tertii  gradus  , tum  vero  ifta  per  nouam 
integrationem  ad  aequationem  diflerentialem  fecundi 
gradus , quae  denuo  integrata  ad  gradum  primum 
perducatur , haecque  tandem  iterum  integrata  rela- 
tionem quaefitam  inter  binas  variabiles  patefaciat. 
Atque  hoc  modo  etiam  aequationum  hic  tra&atarum 
formam  refoluere  licet , vt  per  continuas  integratio- 
nes ad  gradus  fimpliciores  redigatur  , quibus  tandem 
eadem  integralia  , quae  hic  elicuimus , inueniantur. 

Cum 
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'Cum  autem  haec  methodus  latius  pateat  , quam  ad 
formas  hic  confideratas , eiusque  ope  haec  aequatio 
generalior  integrari  queat 

4-  etc. 

denotante  X fundionem  quamennque  ipfms  x , cui 
refoluendae  praecedens  methodus  minime  fufficit  , 
nouam  methodum  ftlttim  ad  hanc  formam  genera- 
liorem accommodabo. 


■tot.  11.  E e e CAPVT  IIL 
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D E 

INTEGRATIONE  AEQVATIO- 

NVM  DIFFERENTI ALIVM  HV1VS  FORMAE 
X= *+*  + etc. 


f- 


Problema  14/. 


P 


, 1138. 

ropofita  aequatione  differentiali 

D ty 


v . Bdy  Cddy 

x=A>+zr^ 


? -H-j-r+etc 


'NJy 


fumto  elemento  dx  conflante  , et  fignificante  X fun- 
«flionem  quamcunque  ipflus  x , inuenire  functionem 
ipflus  x , per  quam  haec  aequatio  multiplicata  in» 
tegrabilk  euadat 


Solutio. 


Sit  P dx  ifte  multiplicator  quem  quaerimus  , 
et  cum  prius  membrum  X eo  integrabile  reddatur  , 
eius  rationem  ex  altero  membro  definiri  oportet. 
Facile  autem  intelligitur , formam  huius  multipli- 
catoris P eiusmodi  fore  e*00 , ita  vt  quantitas  X de- 
finiri 
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finiri  debeat.  Sit  ergo  e^dx  mi 
hanc  formam : 

integrabilem  efle  oportet , cuius  i 
fla  tuatur 

<$*... 
ita  vt  huius  differentiale  cum  illa 
debeat , quod  cum  fit 

f . XBty  _ \Qddy  . 


necefle  eft  fit: 

A'  = £;  B'  = b-^-;  C'  = 
atque  M'— N.  Hinc  erit: 

A'=x- 

r<  — c — B i A 

TV D C . B A 


M-U  h . K 

N -M  L 

0=i 


E e e a 
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?bi  ex  vltima  aequatione  ‘quantitas  X erui  debet 
quae  aequatio  induit  hanc  formam  : 

A-BX-+-CX’-DXM-EX4 -+-NX'- O 

vnde  cum  X fortiatur  n valores , totidem  quoque- 
multiplicatores  inueniuntur. 

Videamus , quomodo  hae  determinationes  pro> 
lingulis  valoribus  exponentis  n fe  habeant. 

i Si  »=I  i erit  A-BX  = o,  tura  vero 

A'=i  = B. 

II.  Si  n~2. ; erit  A— BX-HCX*“o,  tum  vero1 
A'=r£=rB-CX  et  B'=b-^=C 

III.  Si  » = 3 ; erit  A — B X -f-  C X’— DX‘^rO' 
tum  vero 

Af — £ zsB — C X -f-  D X*  ; 

»^=*Jp-A=C-DX  et 
C — c-x— x A rr  D. 

IV.  Si  »1=4 ; erit  A-BX  + CX^DX^EX^o; 
tum  vero 

a'-a-b-cx+dx’-ex* 

b/==b^a_c.dx-i-ex* 

C-£^b-A±J-D-EX  . . . 

* * . 1 . 

jy DX1  — CV^-f-BX — k ^ 

• v A V.  Si 

V.t  i 3i'i 
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V.  Si  «r  5 i erit  A-BX+CX^DX'4-E  X-FX^o;; 
tum.  vero 

A^a—B-.CX+DX* -EXf-f-FX4' 

B^-^F^-C-DX+EX^FX* 
c— cx--tBX±-*— D-EX+FX* 

; D<— DX,~  c-x-^-B-x  -rJLzn  E - F X 

£L-.SX«-  PX»4-CX«  — B X->-  A—  g 

atque  ita  porros 

lnuento  autem  hoc  multiplicatore  e**dx  prius? 
aequationis  membrum  fit  fe^Xdx,  et  aequatio  pro- 
pofita  r quae  eft  differentialis  gradus  a.  per  integra* 
donem  reducitur  ad  lianc  vno  gradu  fimpliciorem 

dv  ddv  i*-'* 

/■^Xdx^M+W  £+Oj?,+ -t-M' 

C o r o 1 1.  u 

rr39.  Integratione  ergo  hac  prima  infiituta  j, 
tequatio  propofita  vno  gradu  deprimitur  , et  defi- 
nitis coefficientibus  A‘ , W , C1  etc.  ex  fuperiori- 
bus  formulis  aequatio  integralis  hac  forma  exhiberi 
poteft : ; 

dv  ddv  d*—'r 

£+ C^+ 

• • ; : : • t : • 

• I.  „ 1 * 

E ce  3 • Coroll.  a. 
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C o r o 1 1.  2. 


xi  40.  Cum  prius  membrum  e ^JP^Xdx 
fit  fu  n A io  ipfius  x conflantem  arbitrariam  inuoluens, 
fi  eius  loco  ponatur  X' , haec  aequatio  fimilem  for- 
mam habet  atque  ipfa  propoflta , ideoque  eadem 
methodo  iterum  integrari  et  ad  gradum  differentia- 
litatis  n—  2 reduci  poteft  , quae  huiusmodi  fotmara 


habebit : 

dy  ' _ .ddy 
X‘=A“j+Wfx  + C‘^ 


d*~'y 

*+■  • • • • 


C o r o 1 1.  3. 

‘ * • • f ' * 

xi4t.  Hoc  modo  vlterius  progrediendo  tan- 
dem ad  aequationem  differentialem  primi  gradus  per- 
venietur — °5f,  quae  fi-., 

mili  modo  ad  aequationem  finitam  X^  — A^^ » re- 
ducitur , qua  relatio  inter  ipfas  variabiles  x et  y 
exprimitur. 

S c h o 1 i o n. 

1x42.  Haec  igitur  eft  methodus  huiusmodi 
aequationes  differentiales  altiorum  graduum  fuccefiiue 
per  gradus  integrandi  , vbi  tot  opus  eft  integrationi- 
bus , quoti  gradus  differentialis  fuerit  ipfa  aequatio 
propoflta.  Totum  ergo  negotium  (itum  eft  in  in- 
ventione fuccefliua  coefhcientium  , quos  ex  praece- 
dentibus ope  multiplicators  definiri  oportet.  In  ge- 
nere quidem  lex , qua  ii  continuo  ex  antecedentibus 

deter- 
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determinantur  , non  ita  eft  perfpicua , vt  inde  forma 
integrabilis  extremi  perfpici  poffit , verum  quia  ex 
capite  fuperiori  nouimus  cafu  , quo  primum  mem- 
brum X euauefcit , etiam  vltimum  integrate  lege 
latis  limplici  contineri , idem  hic  vfu  venire  merito 
fufpicamur  ; eamque  legem  facillime  agnofcemus  , fi 
pedetentim  a gradibus  inferioribus  ad  altiores  pro- 
grediamur. Ac  primo  quidem  cafu  , quo  aequa- 
tio eft  differentialis  primi  gradus  X~ 
multiplicator  erit  e**dx  pofito  A — AB  — o , vt  fit 
Xm*  ; et  cum  fit  A'=:£=:B,  integrale  erit 

feK*'X.dxzz.l±eXty  fcu  e~XxJiXx  X d B/. 

Ad  hanc  fimilitudinem  aequationes  graduum  altio- 
rum  euoluamus , ac  formam  integralis  vltimi  inue- 
ftigemus.  , • 

Problema  14?. 

xx  4.3.  Propofita  aequatione  difterentiali  fecundi 

gradus 

X=A>-+-B}!-+.CJ!.* 

per  duplicem  integrationem  relationem  inter  x et  y 
ioueftigare. 

' 1 Solutio. 

Sit  e**dx  multiplicator  hanc  aequationem  per 
fe  integrabilem  reddens,  eritque  A — BX+CX’  = o, 
tum  fumatur 

A'=£=B-CX  et  B/— , 

polit®- 


ipofitoque 

*-x7>x*x<f*==X/, 

1'  . . ' K 

aequatio  femcl  integrata  eft  . , 

^Tuius  lam  multiplicator  fit  ***</*,  trifcfut:  A(-ByrC>, 
ac  fiatuatur  A«=J-=B'j  pofitoque 
habebimus  X"-—  A"y , qutie  eft  aequatio  bis  integrata 
relationem  quaefitam  inter  x et  y exprimens. 

Cum  igitur  hic  fit  A"  zz  B*  et  E'~C  erit  A,;zC. 
Deinde  loco  A'  et  B;  fubftitutis  valoribus , aequatio 
A'— B'p.  — o induit  hanc  formam: 

B-GX-Cjjc  = o feu  B-C(X4-p.)rro  , 

<x  qua  cum  fit  XH-p-— patet  X-i- p.  aequari 
ftimrrae  binarum  radicum  aeiquationis  A-BX-fCX^o. 
Quoniam  igitur  X eius  -vna  eft  radix  , p.  neceflario 
'eius  alteram  radicem  denotat.  Quare  fi  Cx  aequa- 
tione propofita  , \ti  in  capite  praecedente  fecimus , 
hanc  formemus  aequationem  A-hB^-f-CSis—o  , 
eius  radices  erunt  ztz— X et  sz~— p..  Seu  fi  f*fto- 
xes  eius  ftatuamus  C(a+z)((3-l-a:)  litterae  * et  p 

praebebunt  xalores  X fct  ,fx.  Hinc  cum  fit 

* 

Xti='t~^x/eaicXdx  trit 
X" —e-$x[e^^^*dxJe*'*Xdx. 

At  ft^dxfe^Xdx  dx-^  ft^Xdx 

‘ \ndc 


♦ 
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vnde  concluditur  : 

X"  - ^ e' - “ » X d x -4-  ^ */  ^ x X d x 

Quocirca  aequationis  propofitae  integrale  completum  eft 
C y = jHri  e~  ‘ 7** ' * X d x + ^ P * X d x 

rbi  litterae  a et  p ita  funt  capiendae , vt  fit  ' 
A ■+■  B z H-  C z z zz  C ( a -h  « ) ( P -i-  * ) 

•*  ^ .'i 

COTO  II.  I.  /v 

114+.  Si  bini  hi  feftores  fint  aequales  , feu 
p=a  , erit 

X"r  e^fdxft^Xdx' e^xfe**  X dx-e^fe**  Xxdx 

ideoque  cafu  A4-B24-C zz~ €(04-*)’  , aequa- 
tionis noftrae  integrale  eft 

Cjzze-^^xfe^Xdx-fe^Xxdx). 

CorolL:  2.  " 

n+S-  Si  bini  fe&ores  fint  imaginarii.,  quod 
euenit  fi 

A4-B*-i-Cz*=:C(  ff-\-  a/zcof  , erit 

a-/(coC0  + V-x.fin.0)  et  pz/(coL0-V-i.Gn.d) 
hinc  e*xzzefxt0f',(co(.fx(in.Q-+-V  — x.fin./xfin.fl) 
et  e^x-zzef*  etI‘ *( cof. fx  fin .6  — V — x . fin./z  Cn . 0 ) 
atque  p— a=—  aV- i./fin.0. 

Vol.  II.  F f f CorolL  3. 


c 
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Coroll.  3. 

xi +5.  Quo  haec-  facilius  fubflituere  queamus, 
fit,  ^reuitatis  gratia 

e/xco/.i:x.m  . cof^fm. fi— • et.  fiQ./afin.firr^ , 
Tt  fit  “ , 

e*x—mp-4-mq.V—  1 ; et,  e^s—mp— mqV — 1. 
Hinc  fit 

feaxXdx—fnpXdx-^fm<pXdxV—z  et 
f^Xdx^ftHpXdx-^fmqXdxV,—  1» 

Tum  vero  eft 

tV-Tf-et 

w ^ tn 

CorolJ.  4. 

1147.  E*  his  colligimus: 

e~**  f e**  X dx  — £ f nyp  Xdx~q-±=-'fmpXdx 
-+-  q x dx-h  *mftnqX  dx 

et  fumto  V- 1 negatiuo  prodit  f^fe^Xdx,  quae 
forma  inde  fubtra&a  relinquit 

- tS^rJ/mpXdx-^-  Lt-^zzJfmyXdx 

hocque  refiduum  diuidi  debet  per 
(3—  a.——  2 V — 1 f fin.  fi< 

Ynde  integrale  colligitur  : 

j&rJmqXdx:- 

GbroH.’  4. 
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" «’■*  ' Coroil.  5. 

• ^ ( * r . 

114.8.  Redimantur  pro  m,  ? calore»  attumd 
atque  aequationis  nodrae , fi  fuerit 

• #'*l*.* 

integrale  erit 

quae  ergo  expreflio  aequiualet  illi , ‘fi  0.  et  (3 
res  imaginarios  obtineant.  > • - - 

1 Problema  149. 

XI 49.  Propofitt  aequatione  diftcentiali  tertii 

^ xU^+t^+D©  ‘ 

per  triplicem  integrationem  *ius  integrate  compl^ 
tum  inueaire. 

Solutio. 

Pofito  multiplicatore  e^dx debet  effe 

A- BX-4-CX“-DX*so  } 

tum  fumatur : .<  ; ' _ 

A'-B^CX4-DX‘i  B1— C— DX  et  CjzD 

1 

pofrtoque 

r-Xl/ex*X^^X' , • 

aequatio  femel  integrata  praebet 

X'  zz  A ‘j  ■+-  B^  H-C' 

Fffa 


Huius 
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Huius  porro  multiplicator  ftatuatur  dkXdx , vt  fit 

i'  .»:..Tr.  ivick:T  t V*i  «r-  r 

fumaturquc  ..  . 

et  B";=C't  - 

•t  pofito: 

aequatio  fecunda  iutegralis  eft  ( 

'«  . it  rtudy 


X*=AV-V-'® 


';\  j 


dx 


cuius  multiplicator  erit  e'*dx  fumendo  A*-B' v_* 
at  pofito  A,H=B"  > erit  aequatio  iutegralis  tertia 

: i ■ * x"  dx = Awjr  — Dy , 

quaeri  ergo  oportet  quantitates  X , p. , Eft  vero 

primo  ' 

a-BA+CX -DX  =o  tum  .... 

B— C (X-+-p.)-|-D(XX-+-Xp.-i-p.fJ-)rr  o 

• ^ 1 • V.»  . • 

A*=C— D(X+lO  et  B"  = D ’ *• 
erit  tertio 

,v  C-D(X-hH.-H')=0 

ex  qua  poftrema  aequalitate  patet  X-Hx.-f-v  aequan 
furomae  radicum  aequationis  primae  j cuius  X eft 
-vna  radix.  Quod  autem  p.  et  y fint  reliquae  radi- 
ces, hoc  modo  oftenditur.  Confideretur  aequatio: 

A-V-Bz  + C2’4-Dz  — o . , 

cuius 
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cuius  fi  vna  radix  fit  2=— X,  feu  X-H*  Tnus 
faftor,  diuidatur  per  eum  aequatio , ac  prodibit : 

Dz  -f-(  C — DX)e-+-B — CX-4-DXX— o 

quae  eft  i£>fa  aequatio  fecunda  C/a*-i-B/«+A/=:o, 
cuius  radices  funt  z=z— p.  et  z— — v , feu  faftores 
(P--+-2)(k-+-2)  vti  in  probiemate  praecedente  often- 
dimus.  Quare  fi  formulae 

. A— |— Bz— l— Cz  -J-Dz 
ftdlores  fint 

D(a  + «)((34-«)(v  + 2) 

X V 

pro  integrali  vltimo  inueniendo  ponatur : 

e-**fe*xXdx=zX' ; e-**fe*x  dxcz  X"  et 

e~yxfeyxX“dx=XHt 

eritque  D y — X,H.  Verum  per  redmftionem  intc- 
gralium  eft  , vti  fupra  vidimus : 


W=(±-S-' 'ffXdx+  ix 

hincque  porro:  

(<*— 

vbi  bini  poftremi  termini  contrahuntur  in 


Quamobrem  integrale  quaefitum  eft 

ni_  e~*x(e**Xdx  ^ er* x f^Xdx  _ e~jyxfeyxXdx 

+ (a-PXr1?) + (*-yXP-y)  * 

. • F f f 3 CorolL  1. 
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C o r o 1 1.  i. 

1150.  Si  formulae  duo 

fadores  fuerint  aequales,  puta  y = P , erit 

.4-  gi-r^jcft^Xdx** 

ideoquc  integrale  hoc  cafu  erit 

e+*ff*Xdx-e~  ^fe^Xdx  t-?xxfiPxXdx-e**fP*Xxdx 

~ H <H* 

l 

. C o r o 1 1.  2. 

11 51.  Si  omnes  tres  fa&ores  fint  ^equales,  leu 

M—p—y  exit 

^X^/dxJe^Xdxzzxf^Xdx-f^Xxdx  et 

eaxX,u—/faxX,ldx=:fdxfdxf^xXdx  feu 
ftXV-Uxfe^Xdx-xf^Xxdx+lf^XxKdx 

rnde  integrale  hoc  cafu  erit 

J>f—  [ tr**(  xx/e**  X dx- « x[e**Xxdx  +f<**Xxxdx) 

jea  D/ = dx/dxf X dx. 

Scholion. 

1152.  In  genere  etiam  nulla  integralium  re- 
dn&ione  adhibita  integrale  noftrae  aequationis  ita  ex- 
primi poteft,  Tt  fit 

Vy-t-^fp-^dxfiP-^dxfe^Xdx  pofito 

A*^£*+Cz‘+Dx,=D(a+«J(P+«)(Y  + 2) 

•vbi  • 
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vbi  imprimis  notatu  dignum  occurrit  , quod  ternas 
litteras  a , p y quomodocunquc  inter  fe  permu- 
tare licet , ita  vt  haec  integralis  expreffio  fex  mo- 
dis variari  poffit.  In  problemate  etiam  praecedente, 
vbi  duo  tantum  fadtores  occurrunt 

C(ct  -Hz)( p~ i—  2)  ~ A -4-  B z -I-  Cz  , 
aequationi* 

X = Aj-hB%Z  -4-C*~£ 
integrale  completum  ita  exhiberi  poteft : 

Cy  =z  4xf<?x  X dx 

ac  permutatis  litteris  a et  p etiam  hoc  modo: 

Cy— e-**/^*-?*  dxft?*  xdx.  i 
Quarum  formularum  aequalitas  fi  fuerit  perfpefo 
id  quod  tentanti  facile  patebit,  praecedentium  quoque 
variationem  declarat.  Sit  enim  e~asfeoa‘Xdx^Xl'9 
erit  pro  fuperiori  formula  : 

Dy-r-^J^-^dxre^dx , 
cui  cum  aequalis  fit  ifta  : 

D y~  e-^-^dxfe^dx 
erit  etiam  pro  X'  valore  reftituto: 

Dy —e~?xf P-^dxfd^Xdxfe^Xdx- 

quae  a prima  hoc  tantumoliflert;  quod  litterae  p et'y- 
funt  permutatae. . Quod  autem . etiam  litterae  p et  y 
cum  et  permutari  queant  , hoc  modo  difficilius  ofteu- 

ditur , 
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ditur  , ex  redudtione  autem  in  folutione  adhibita, 
atque  adeo  ex  ipfa  folutionis  indole  per  fe  eft  mani- 
fcftum. 

Problema  150. 

1153.  Propofita  aequatione  diflerentiali  quarti 
gradus : 

X=A^+B£  + Cl^+DSy-t-E4l;  '• 

fumto  elemento  dx  conflante  , et  denotante  X fun* 
Itionem  quamcunque  ipfius  x , eius  integrale  inue- 
ftigare. 

Solutio. 

In  fubfidium  vocetur  formula  algebraica  ex 
aequatione  propofita  facile  formanda : 

A -f-  B z -+*  C z z 4-  D z -t-  E z* — P 
quae  in  faltores  fuos  fimpliccs  refoluatur  vt  fit 
P=:E(*+2)((3+2)(Y+2)(^'i-2) 
et  multiplicator  aequationem  nollram  integrabilem 
reddens  erit  eudx  fumendo  X aequali  vni  littera- 
rum a , (3  , y , $ i fumatur  ergo  Xrra  , vt  fit 
multiplicator  e^dx  , atque  pofito  ^Xdx—X! 
aequatio  (emel  integrata  erit 

X'  - A^+B^+C^+D^ 

▼bi  A' , B' , C' , D'  ita  [determinantur  , vt  fit 

A / — A U/  — —*-+:**  n - C*’-Ba-t-A  TV  _ D^-CaVBa-A 
“ — « > — a*  ’ ~ a>  > a* 

feu  A1  — - , B'=2^,  , D'=5=£ 

vel 


Drgitized  by  GoogI 


capvtiii.)  4xr 

vel  etiam  . 1 

A— BrB'a-1-A';  C=C'*+B'j  DrD'a+C'. 
Ex  quibus  determinationibus  liquet,  fi  ponatur 

A'h-B's-+-C*+DV=Q 

hanc  formulam  Q nafci  ex  formula  P , fi  haec  per 
a+s  diuidatur  , ita  vt  fit 

Eodem  ergo  modo  fecundam  integrationem  inftitua- 
mus  ope  multiplicatoris  fixdx  , et  pofito 

e-^fe^x'jx~x,i  u : ••••;:-  ~t 
erit  aequatio  integralis  •;  ; ^ 

X"=  P^y  C»Jf£'  '*  * ‘ : 

coefficientibus  A"  , B"  , C"  ita  fumtis  vt  fit 

A"4.B"*4-C"St=-f—'^=bE(V+*)(^  + *). 

Hinc  porro  ope  multiplicatoris  eyxdx  integrando,  fi 
ponamus  e~yxfeyxX>ldx  rr  X111  , inueniefnus : 

X"'  = A 1,1  j ■+■■  B"'  jg 

" :i  * i ' ’ v * -*J 

exi  (lente 

A"  -i-  B**»  T-r-^TTTji-r-^— rj  £ E (&>). 


. i 


( a -+-  a J( *V  -t-  * 


Ac  tandem  ope  multiplicatoris  eJjc^.v  pofita  forma 
e-sx  j-es*  xin  d x — XMI 

Te/.  II.  G g g inte- 
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integrate  vltimum  reperitur 

X""  rr  A“njf  exiftentc  A!,u  ~ E. 

Haec  igitur  omnia  colligendo  , integrale  quaefitum 
erit 

Ey-t~*xfe{S~y)x  dxfe^xdxfe  ®-*)x  dxfe “ X dx 

quae  expreflio  iam  fine  vilis  ambagibus  ex  refoiu- 
tione  formae  principalis 

P — A -t-  B*  -t-  Cs’  -+-  Dz'  -+-  Ea* 

in  fa&ores  fcilicet 

confici  poteft  , vbi  notandum  quomodocunque  ordo 
litterarum  <t , (3  , y , $ permutetur,  pro  Ey  feraper 
eundem  valorem  prodire  debere. 


Coroll.  x. 


1154.  Cum  fit  X^r^ye^Xdx,  erit  vti  iam 
vidimus 

gl^~a)x  j 

X-^f^dxzT^i  —ffxXdx- — /^*X<fc)  feu 


“ p-<t' 

_ r^f^Xdx  e-^fe^Xdx 

~ p— a a— P 


X"- 


Coroll.  e. 
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Coroll.  2. 

1 1 55-  Porro  oli  X111  ~ e~yxf syx X" dx  erit  fi- 
miii  modo  redudionem  inftituendo : 

X «/  - ^V^Xdx  e~yxfeyxXdx 

“ (p-a)(Y-a)  ((3  — a)(a  — y) 

<rQ*f<P*Xdx  e~yxfeyxXdx 

+(a-(3)(Y“P)‘4'  (»-p)(p-Y) 

quae  reducitur  ad  hauc  formam; 

e-axfeaxXdx  r*x{PxXdx  e~yxfeyxXdx 

Y 111 4.  ■- 1 — 

'((3-«Xv-«)  («-PXy-Pr  («-VXP-V) 

Coroll.  3. 

1156.  Hinc  fimili  modo  euoluitur  valor  X1'11, 
vbi  quidem  fufficeret  primum  membrum  eruiffe , 
quippe  cx  quo  ob  permutabilitatem  reliqua  fponte 
formantur.  Hoc  modo  integrale  noftrae  aequationis, 
reperietur  hac  forma  exprefium  : 

e~ax  leax  X dx  e~^r^x  X dx 

E'=(f3-a)(y-«)(i-«)  ***  l«-P)(y-p](i-p) 

e~yxftyxXdx  e~SxfeixXdx 

^ F7)iF^X5-y+M)M(y-^ 

Scholion. 

1157.  Si  duae  plurcsue  radices  fint  aequales  vdl 
imaginariae  integral  a inuenta  transformationem  po- 
G g g t rtulanr, 


4*0  CAPVT  IU. 

ftuhot , quam  deinceps  inuefiig  ibimus  Atque  haec 
poftrema  quidem  forma  magis,  apta  videtur  , vnde 
transformationes  repetantur.  Ita  pro  fidorum  ae- 
qualitate fi  fit  $ = Y'  bina  pofirema  membra  tan- 
tum redudionem  poftulant , ad  quam  inuenii  udam 
ponatur  £rry-<»»,  et  peoultimum  membrum  erit: 
* — 7x  r yx  y 7 *« 

J. ii — pro  yltimo  autem  notandum  c(l, 

" ula-y)(p- y) 

effe : 

, | U ’ — « M 

^ ~ FT-  " FT  fFv?1 

hincque 

1 , « . m(  «v  — « — P ) 

('a  — *)((!  — * ) («  — >)<£  — V»  — 7;*  * 

vnde 


i 7 - a — P 


— AUV— w(  *- Y X 0 - 7 ) U-7  )*  (P-TF' 

Tum  vero  pro  numeratore  erit 

e~ Sx=ze~' **(i4-w*)  et  (Px=zeyx(  i — uar), 

C 

ideoque 

es*fei* xdx  -e-y*[eyx  X dx-\- e~yx u xfe»* X dx 

— a *~>x/ eVxX  xdx 

atque  hinc  bina  vltima  membra  ob  terminos  per  u 
diuifos  fe  deftruentes  , abeunt  in  hanc  formam  : 

fgy-flt -pe~yxfeyxXdx  e-yxxfeyxXdx-e~yxfeyxXxdx 

(ct-yHp-y)1  ^ (a-y)(P-V) 

quae  expreffio  etiam  ex  priori  forma  elicitur.  Eodem 
modo  problema  in  genere  refolui  potefl 

Proble- 


Digitized  by  Google 


C APVT  III. 


Problema  151. 

115S.  Propofita  aequatione  diflfcrcnciali  cuius- 
cunque gradus: 

d y ddv  d'  y dnv 

X = A/  + B 77T  +^7? 


dx 


dx 


fumto  elemento  dx  conflante  et  denotante  X fun- 
(ftiouem  quamcunque  ipfius  x , eius  integrale  inue- 
ftigare. 

Solutio. 


Formetur  ex  hac  aequatione  formula  algebraica 

A-f-Bs-q-Cs*-4-Di;5-h -fNe"=P 

quae  in  fattores  fimplices  refoluatur  » vt  fit  • 
PrrN(a-t-3)((3+s)(v-q-2) 

quorum  numerus  cft  n.  Quodfi  iam  fimili  modo 
per  fingulas  integrationes  continuo  progrediamur , 
tandem  ad  hanc  aequationem  integralem  extremam 
perueniemus : 

N y ~ e~'xfer' -*»*  dxfe^)xdxf feP-^dxJ.^Xdx 

feu  cum  fa&ores  inter  fe  permutare  liceat,  erit  etiam 

Njz  r*x[e{a-^xdxft^-r*dxf fd*~'»dxfe'xXeix. 

Haec  vero  expreflio  per  fimiles  rcduftiones , quibus 
fupra  fumus  vli  , in  fequemes  partes  refoiui  potell, 
ad  quas  commodius  repraefentandas  Ut  breuitacis 

G g 3 gratia: 
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gratia  : 

((3-a)(Y-tt)(£-a) (*-a)=*' 

(•-P)(Y~P)(*-f*) (■'-p)=(J' 

(*-yXP-y)(^- v) (v-Y)=Y/ 

(a-v)((3-v)(Y-v) (p.-xjrrv' 

hincque  erit : 

Nj^  e-**fe*xXdx+fre-VxfefixXeix+  ±e-vzfeyxXJx+.„.+ ^fe^Xdx- 

Ne  autem  opus  fit  ad  valores  aJ , (3'  t y/  etc.  in- 
veniendos  tot  fa&ores  in  fc  inuicem  multiplicare  , 
cum  fit 

— (v'+2) 

euidens  eft  hanc  formulam  praebere  valorem  a.'  , fi 
in  ea  ftatuatur  z~  — a;  hoc  autem  ca(u  frattionis 
, p -- tam  numerator  , quam  denominator  eua- 

N ( a -+-  z ) ' * ~ 

nclcit  , cx  quo  cius  valor  erit  HdJz.  Quare  cum  fit 
P rr  A-j-Bs4-Cs,-hDs,-f- . . . . -(-Ns* 
erit  B+jCz+3  Ds’+.  • . • -f-nN-s’1-' 
quae  expreflio  vocetur  Q,  vnde  patet  fore 

a/^z^  pofito  zzz  — a. 

pofito  — f 3 

Y^jj  pofito  z~—y- 

etc.  Vel 
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Vel  cum  Iva  valoribus  fubftitutis  aequatio  integralis 
per  N diuidi  queat , fequeutes  valores  colligantur : 

B — iC«  + 3Da-  + Ea' -+-»N  a.r"~'  rr % 

B-2Cj3-f3D(3’-  + E(3* 

B—  2Cy4-3  Dy’— +Ey* -I-  n Ny’1-1  — (E 

B-sCy+3D/-4E/ 4-«Nv'~‘  — 91 

quibus  conftitutis  erit  integrale  quaefitum  : 
y-^f^Xdx  + ^xfe^xXdx+  \e~^fe^Xdx  ctc. 
quoad  omnes  favores  fuerint  in  computum  dudi. 

Coroll.  i. 

1159.  Cum  fit 

V'=fetc.  erit 

$C=Nct',  58=:Np',  <E=Ny'  etc. 

Hinc  ob 

Pr  A+Bz+Cs+Dz* Nsn=N(a+3)(p+2XY+2) {v+z) 


erit 

21-,-qn  P°fit0  *=““* 
35 P°flt0  *—-P* 

p°Gt0  z--y 

et  iu  porro. 


Coroll.  b. 
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C o r o 1 1.  2. 


ii<So.  Regula  ergo  huius  aequationis  pro- 
politae : 

dy  ddy  T d*y 

X^+r,-+C^+D^-  + +N^; 


integrale  completum  inueniendi  ita  fe  habet.  For- 
metur inde  formula  algtbraica  haec 

A4-B3-f-C2,  + D£,-i- -4-Nz’zrP 


cuius  quaerantur  omnes  fa&ores  fimplices  , qui  fint 

a •+■  z , (3  4-2,  V + 2 > ^ *+*  z ctc- 
quorum  multitudo  numero  n eft  aequalis,  tum  pro. 
lingulis  his  fa&oribus  fequentes  quantitates  conflantes 
definiantur  31 , 5B  , £ , © etc.  \t  fit 
pofito  zz-a  fcu  3lzB-2Ca4~3Da  -4Ea*....-P  nXxn~' 

33 -_I pofito s~-(3  feu  33-B-2C(34-3Dp’_4EP  wN(3r~‘ 

pofito  zz-y  feu(‘;rB-2CY4-3F)Y'_4Ev,••••I^:,^^'V,^, 
his  omnibus  inuentis  erit  integrale  quaefitum  : 
yzz\  e-^fe^Xdx-t-  $ e~^fe^x  Xdx+&-y*feyxXdx  4-  etc. 
quae  forma  tot  confiat  partibus,  quot  fuerint  faftorcs 
fimplices  in  formula  P. 


C o r o 1 1.  3. 

1161.  Cum  hoc  modo  integrale  tot  conflet 
partibus,  quoti  ordinis  cft  aequatio  differentialis  pro- 
poli ta  , 
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pofita,  et  vna  quaeque  pars  per  integrationem  vnam 
inuehat  conflantem  arbitrariam  j manifeftum  eft  in- 
tegrale  ope  huius  regulae  inuenturu  fore  completum. 

• ' i;  i *■  ■> 

Scholion. 

1162.  Integratio  ergo  huiusmodl  aequationum 
differentiahum  nulla  amplius  laborat  .difficultate , 4i 
modo  formulae  illius  algebraicae  P omnes  fadoreS 
fimplices  fieu  quod  eodem  redit  , huius  aequationis  al- 
gebraicae • ;.t  J 

.A  -p-  B z —p-  C z — p-  Dz  -p- ......  -4—  N 2"  r:  o 

omnes  radices  numero  n affign  ri  queant.  "Hic  vero 
duplicis  generis  cafus  occurrunt,  quibus  haec  inte- 
gratio vehementer  impeditur  , quando  fcilicet  vel 
diio  plurcsue  eorum  fadorum  Timplicium  inter  fe 
fiunt  aequales  , vel  imaginarii  , quo  quidem  pofte- 
riori  cafu  hoc  tantum  incommodi  accedit  , quod 
partes  quaepiam  integralis  inuenfi  jmaginarja  ;inuol- 
vant , quae  autem  foda  redudione  ie  mutuo  de- 
ftruunt.  Priori  vero  cafu  partes  ex  .fadorihus  ae- 
qualibus oriundae  adeo  fiunt  infinitae „ led  ita  di- 
verfis  fignis  aflfedae , .vt  coniundim  .nihilominus 
quantitatem  finitam  referant  , cuius  \alorem  uonnifi 
per  plures  ambages  ePcere  licet  , vbi  prgbe  notan- 
dum efl  , vtroque  cafu  inuentronem 'reliquarum  in- 
tcgralis  partium  , quae  fadoribns  .inaequalibus  con+ 
Yeniunt,  ncutiquam  hinc  turbari.  Methpdum  autem 
huic  fini  accommodatam  jn  fequenti  problemate  ex- 
plicabo.’ * -v ; ' **■  ' r " ‘l 

Vfil.  //.  H h h Proble- 
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^ . ► • 

1163.  Propofita  aequatione  differentiali  cuius- 
cunque gradus 


dy 


ddy 


fy 


, dTy 
+E^-.+. 


•+N 


d*J 


dx' 


U V 44  «4  / _ 

X=Ay+B^-4-c^+D^ 

fi  forma  algebraica  inde  fe£a 

p — A-i-Baf-f-Cz*  -+*D  e -q-  E z -f-* ....  H-  N z * 

duos  pluresue  fa&ores  fimplices  inter  fe  habeat  ae- 
quales , partem  integralis  inde  oriundam  inueftigare. 


Solutio. 

Sint  primo  duo  fa&ores  et  {3-1-2  inter 

fe  aequales  feu  (3 na,  reliquus  vero  fattor  formae  P 
fit  nQ_vt  habeatur 

P n ( a 4-  a ) ( {3  -+•  * ) Q==  ( a 4-  2 )’  Q. , 

poGto  autem  xr- a abeat  Q.  in  <S.  Iam  initio  fal- 
tem  litterae  a et  (3  vt  diueriae  fpe&entur  , excepta  , 
quantitate  € quae  vtrinque  fit  eadem  , atque  pro 
binis  integralis  partibus  ex  his  binis  fa&oribus  oriun- 
dis habebimus : 

a=r((3-«)€  et  33  = (a-(3)£. 


Partes  autem  integralis  inde  oriundae  littera  v defi- 
gnentur  vt  fit 

( (3  - *)  C v - e-^fe^Xdx -e^y*^ X dx 

vnde 
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vnde  diflferentiando  colligimus 
(0-*) <ldv--ar**(lxS e*xXdx  + (3 e-**dxf#*X  dx 
ad  hanc  addatur  prior  per  (3 dx  multiplicata,  fietque 
(($-a)ddv-\-((}  -tt)<Efivdxm-  ((3  - o.)e-axdxfc«xXdx 

quae  per  S-a  diuifa  , et  per  tr*x  multiplicata , ob 
S~a  integrale  praebet 

€e*xv~fdxfc**Xdx.  • 

Quocirca  loco  binarum  partium  ex  fa£oribu«  aequa- 
libus a-4-  s et  6-| -z  oriundarum  (cribi  oportet  hanc 
formulam 

v= ke~axJdxre*xXdx  * 

*bi  £ oritur  ex  forma 

P°flt0  2 — - «• 

Ponamus  iam  formulam  P tres  habere  fadores  fim- 
pliccs  aequales , \t  fi t ct  «-4—  zzz^  S —4-  z cm  y -4—  z , quos— 
quidem  initio  yt  diuerfos  fpeftemus. 

Ponamus  ergo  P=(a-hz)(e4-*)(y-4-*)Q  , abe- 
atque  Q in  pofito  *=-«,  ac  pro  integralis 
partibus  habebimus : 

a = (S-«)(Y-«)S»i  » = (a-§J(y-e)S0J4 

• £=c(a-y)(e-y)3Jl." 

Hinc  fi  fummam  trium  integralis  partium  , quam 
quaerimus  littera  v denotemus  erit  * 

_e-ax/eaxXdx  e-^fe^Xdx  e^fe^Xdx 

V-(e-aXy-«j  * (a-eXy-e)  + (a-yxe-yj- 

H h h a Cum 


< , 


Qim  nunc  fit 

?•?- a )l  y-a)  (a  — d '(V_— a->UP->)— ° 

erit  diffcrentiando 

«fcfc  _ -ar^f^Xdx  fo-y*X<fr  y r^ft^Xdx 

dx  ~ (S— «XV-®)  ‘ (*— 1 ^)vV — (*— YXe~Y) 
ad  quam  fi  prima  per  a multiplicata  addatur  fit 
dv  * r**f#‘Xdx  e-yxre**Xdx 

®(S+“")=  Y-f“  + — 8=v -• 

Haec  aequatio  denuo  differentietur  , vt  prodeat 

<Wu  aA\  — £e~~^xf(?xXdx  y e~~yxfeytXdx 
y3?  G-y 

ad  quam  illa  per  6 multiplicata  fi  addatur  , oritur 

5B(ti?  + tjf’  +««»)=«-»-/>wXi*=»r*y>“x* 

vnde  iam  omnia  incommoda  funt  fublata.  Multi- 
plicetur nunc  per  et  integratio  dabit 

SW  / “ ( £ 4-  a v ) s=  A/jc/tf**  X dx 

quae  per  dx  multiplicata  denuo  fit  integrabilis,  pro- 
ditque 

USI  e**v—fdxrdxfe**  X dx. 

Quocirca  fi  forma  P fa<2orem  habeat  cubicum  («+■*/ 
quaeratur  quantitas  211  vt  fit 

PoGco  *=-« 

et 
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et  integralis  pars  hinc  oritmda  erit* 

tj,  er~asf dxjdxf e*1  X dx.  ......  ». 

Simili  modo  fi  formula  P quatuor  habent  fartores 
aequales  vt  fit  P ~ [a  capiatur  ^ — (g  ^ 

{eu  9?r::Q  pofito  z~'—a , et  integralis  pars  inde 
nata  erit : 

**fdxfd v fdxfe** Xdx 

ficque  etiam  cafus  < quibus  formula  P adhuc  plures 
habet  fartores  aequales,  facile  relo! itentur. 

Nota.  Tota  haec  folulrio  efl  vitinfa  , propterea  quod  licet  quan- 
titates a , (3  , Y etC  <luae  ponuntur  aequales,  vt  'diueifae 
fpertentur,  tamen  pro  lingulis  membris  quantitas  eundem 
valorem  retinere  aflumitur.  Quodli  enim  litterae  a,  (3,  y ctc. 
infinite  parum  a fe  inuicem  diferepare  concipiantur,  etan» 
in  valoribus  littera  '?jji  indicatis  differentiam  infinite  paruam 
agnofeere  oportet , vnde  cum  lingulae  partes  integratis  fiant 
infinitae,  iisque  euolutis  membra  infinita  fe  mutuo  tollant, 
ex  differentiis  infinite  paruis  litterae  tyl  partes  quoque  fini- 
tae emergunt  Corrertionem  horum  errorum  petere  licet 
ex  feq.  Probi.  154,  dum  fartores  aequales  in  aequationem 
peculiarem  coniiciuntur.  Malui  autem  hunc  corrertionis  la- 
borem induftriae  lertorum  relinquere,  quam  hoc  opus  * 
tali  errore  liberare,  faepe  enim  plus  prodest  errores,  in 
quos  etiam  exercitatis  incidere  contingit,  conferuan,  quo 
melius  harum  rerum  ftudiofi  addifeant  quanta  circumfpertio- 
nc  cauendum  fit,  ne  in  ratiocinando  hailucinemnr. 
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xi  6\.  Notatu  hic  omnino  eft  dignum  , quod 
hac  formulae 

d v -4-  a v d x ; d d v H-  a a d x d v -V-  a v d x ; 

d' 3 adxddv-i-  3 a dx' dv-\-a  v dx' 
et  in  genere  haec 

dnv+*ctdxdn~  'v+  i2=2)a 'dx* 4*" ’c+  'dx,dn~  *v  etc. 

fi  femel  per  'eax  multiplicentur,  fuccefliue  toties  in- 
tegrationem admittant , quot  vnitates  continet  index  n 
ita  vt  poftremum  integrale  fit  e**. 


C o r o 1 1.  2. 

116$.  Ratio  autem  huius  phaenomeni  inue 
eft  mnnifefta,  quod  fi  formula  eaxv  continuo  differen- 
tietur  fumto  elemento  dx  couftante  , formulae  illae 
diffcrentiales  per  e“*  multiplicatae  prodeant,  ita  vt  fit: 
d»e*xv  ~ e*x  ( d*  v + ? a dx(t~'  v -+- adx*d*~‘  v + etc. ) 

C o r o 1 1.  3. 

1166.  Aeque  memoratu  dignum  eft  alterum 

phacnomenu m,  quod  folutio  illa  nobis  offert,  fumtis  * 

ftilicet  numeris  quibuscunque  a , § , y , £ etc.  fe- 

quentes  aequalitates  femper  locum  habere  , vt  fit 

-1-4-  _i_  rr  o 
«-P  ^ p-« 

] _i_ . U — -I L — - — n 

{*— £ya— ' V-  (P— «<P— ' 7j  ' O-aO-P) 

ly-a/y-iTiyT) 


etc. 


quotcunque  numeri  hoc  modo  capiantur. 


.U  - 


Coroll.  4- 


* 
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C o r o 1 1.  4. 

1167.  Si  formula  P in  fadores  fimpliccs  re* 
foluta  ponatur 

p = N(a-hs)(§4-2)(y-hs) (n+sXv+s:) 

exprelfio  integralis  prius  inuenta  (1158.)  quae  erat 
N y-t-^li^dxf^-^dxfe^^dx f&-'»dxfe'xXdx 

ob  (adores  aequales  nulla  implicatur  difficultate , 
forma  autem  pofterior  , qua  integralc  in  partes  ex 
Angulis  fadoribus  ortas  dillributum  exhibetur  , et 
quae  ad  vfum  multo  magis  accommodata  videtur  , 
eo  difficiliori  egebat  euolutione. 

Scholion. 

11 58.  Phaenomenum  Coroll.  3-  obferuatum 
eo  maiorem  attentionem  meretur  , quod  etiam  ad 
Arithmeticam  vulgarem  transferri  potert  , \bi  vfu 
adeo  infigni  non  cariturum  videtur  , praecipue  quod 
eius  demonftratio  minime  fit  obuia  fed  ex  profun- 
dioribus Analyfcos  penetralibus  repeti  debeat,  ex 
quo  haud  alienum  fore  arbitror  , fi  huic  infigni 
Theoremati  arithmetico  hic  locum  concedam , idque 
eo  magis , quod  folutio  problematis  hic  expolita 
fine  demonftratione  Ulius  theorematis  minime  foret 
perfe&a. 


Thco- 
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Theorema  Arithmeticum. 

• • \ 

ii 69.  Si  habeantur  numeri  quotcunque  a,  b, 
t , d , etc.  ex  iisque  dum  a quolibet  finguli  reliqui 
fubtrahantur  formentur  fequentia  produda 

t 

(a—b)(a—c)(a—d)(a—e)  etc.  — 

[b—a)[b  — c){b—d)[b  — c)t  tc.  — “33 
(c— a)(c~-b)'{c-^d)  (f — e)  etc.  =:(£ 
(d-<i)(d-b){d-c)(d-e)e tc.  = £> 

„ . etc. 

femper  habebitur  : 

% -+-  $ -+-  $ + £>  + etc  ~ o. 

Demonflratio. 


Confidcretur  fecundum  principia  in  Introdu- 
dione  ad  Aualyfin  tradita  haec  fradio 
z 

( 3 _ a ) f 3 — C ) ' 3 d J ffr. 

\bi  Z denotet  eius  modi  fundiouem  rationalem  inte- 
gram ipfius  z,  in  qua  fumma  poteftas  ipfius  z mi- 
nor fit  numero  fadorum  dt  nomi  nator  is  j hateque 
fractio  re  (olui  poterit  in  has  fradiones  fimplices, 
quibus  ea  iundim  fumtis  fit  aequalis,  fcilicct : 

A { » B 1 C 1 . D 
z — a 


> B 
a — b 


z — d 


CtC. 


Ad  quam  relblutionem  fumamus  illum  numerato- 
rem Z -z"  exiftente  n numero  integro  minore  quam 

deno- 
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denomiqator  continet  fadorcs  , atque  hi  numeratores 
ita  definiuntur  Tt  fit 


A- 
B = 

C=z 


(a  — b)(a~c)(a  — rfjetc- 

^ 

{b—a)[b  — c){b-d)  etc- 

£ 

(c—a)[c—b)(c—d)  etc. 

etc. 


Cum  igitur  ifiac  fradiones  negatiue  fumtae  nempe 

r=ri  rdh  + r=z  ■+■  etc- 


ad  fradionem  propofitam  adiedae  in  nihilum  abeant, 
fi  z fit  numerorum  propofitorum  a , b,  c , d , etc. 
\ltimus,  quorum  adeo  multitudo  maior  eft  quam  n-Hr, 
ponatur  : 

(a-b)(a- c){a-d) («—*):=  91  c. 

[b  — a)(b  — c)[b  — dj ( b—z )=S8 

(c  — a)[c— b)[e— d) (c — x;)  ~ (E 

(d-a){d-b)[d~c) [d^-z)— £5 

etev 

(*-«)(*-*)(*-*) 

vt  fradio  propofita  fit  Atque  hinc  perfpicuum 
VoU.JItj  Iii  eft 


/ 


1 
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eft  fummam  omnium  harum  fradlionum  cflfe : 
fl«  b'  c n dn  s* 

a+g  + c +»  + + 3 

dum  fit  n-v-i  minor  numero  terminorum.  Sumto 
ergo  n = o oritur  cafus  Theorematis. 

Coroll.  i. 


1170.  Haec  fi  transferantur  ad  numeros  21, 
©,  £ etc.  fupra  ( 1160.)  definitos,  \bi  aliquod 
lcue  diferimen  in  fadorum  conftitutione  probe  eft 
notandum  , intelligetur  efle 


-i-t-H*  =° 

+£+£-*- c-+£+ttc-  =° 


ctc. 


donec  perutniatur  ad  hanc  formam 


-1-  etc. 


cuius  fumma  non  amplius  eft  euanefccns,  fed  aequa- 
lis fraftioni 


Coroll.  a.' 
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Coroll.  2. 

11 71.  Hoc  etiam  ex  euolutione  formae  in 
Theoremate  adhibitae  colligere  licet ; etenim  fi  ea 
fiatuatur 

( z — a)[z—b ) [z—c) ....  (c— y) 

exiftente  omnium  litterarum  a , b , c etc.  numero 
— n quia  hic  numerator  sn—'  tot  habet  dimenfiones, 
quot  funt  fadlorcs  in  denominatore  , pars  integra  in 
hac  fra&ione  contenta  eft  vilitas  $ quae  etiam  fafta 
refolutione  conferuatur  , et  in  applicatione  ad  cafum 
memoratum  abit  in  n* 

Scholion. 

1172.  Pofi  huius  Theorematis  dcmonftratio- 
nem  demum  clare  a pofieriori  oftendi  poteft,  quem- 
admodum integrale  fupra  ( iitfo)  exhibitum  aequa- 
tioni diflercntiali  ibidem  propofitae  fatisfaciat.  No- 
tatis enim  expreflionibus  §.  1170,  cum  fupra  inue- 
nerimus  integrale : 

j — i X dx  + Xdx+otc. 

erit  continuo  differentiando : 

jZ — - 1 e~«x) e*x Xdx-  J X dx  - etc- 
pj  = f t~**fc*xX  dx  4- 1’  c-?xf^xXdx  + etc 
e*xXdx-+  ^e-^ft^Xdx-  etc. 
etc. 

I i i 2 vsque 
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Tsque  ad 

^r^f^1Ux±Kr-*4x{£xXdx±c tc. 
dx“~~'  ~ — **  " — *> 

vnde  fequcns  forma  differcntialis  refultat: 

ft=  + i '«-'/<*' etc. 

a"—  g— 1 v*— 

± ( “§f  "gf  <r  -4-  etc. ) X 

quod  poftremum  membrum  abit  in  J,X. 

Si  iam  omnes  hae  formae  fingulatim  multiplicentur 
Per  quantitates  A , B , C , D N , quo- 

niam eft 

A — Ba+Cct*  — Da'+ HpNa"z:o 

A-BS4-Cg’-Dg‘+ +N6’lro 

propterea  quod  ct-l-s  , §-l-z,  y-t-3  , etc.  funt 
fa&ores  formae 

A-i-B2-l-Ca:*-i-Da,-4- + N2* 

manifefto  obtinebimus : 

dy  ddy  y . dKy 

+Cd7  4_D^r  + + N X 

quae  eft  ipfa  aequatio  diderentialis  initio  proppfita. 

Problema 
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Problema  153. 

1173.  Propolita  aequatione  didcrentiali  cuius- 
cunque  gradus: 


X=A_,  + b£+c"'  • 


d*y 


dx  ' ^ dx' 
fi  expreflio  algebraica  hinc  formata 

P— A-f-B2-hCs,-t-Ds* +N:" 

duos  habeat  fartores  fimpliccs  imaginarios  fnftore  du- 
plici ff~\~  2/scof  O-i-ss  contentos  , inuefligarc  par- 
te» iutegralis  hinc  oriuudas. 


So  l u t io. 


Sint  a-\rz  et  (3-4- z , hi  duo  fartores  imagi- 
narii , vt  fit 

ar/(cof.  Q-\-V  - 1.  fi  a.  0)  et  (3  —f  (cof  0 - V - x.fin.d)  ob 
(a.y-z){$-\-z)—ff-y-  zf zcoUt-\-zz 

ac  ftatuatur  P =:(//+  2/2 cof.  0-q-az)Q  , exiftente 
Qrr  A/-+-B/z-4-C/z*-h -4-  N'  2"—. 

Cum  igitur  integralis  partes  ex  binis  illis  fartoribus 
fimplicibus  imaginariis  ortae  fint 

\e**f  e^Xdx^e-ty^Xdx  —V 

hos  valores  imaginarios  ad  realitatem  perduci  opor- 
tet. Erunt  autem  2(  et  23  quantitates.,  imaginariae  re- 

I i i 3 fultan- 
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fultantes  ex  forma  ; 

fi  loro  z fcribatur 

— /cof.  5+V-i./lin.{. 

At  fa&a  hac  fubftitutione  fit 
Qrr  A1— B^cof. 0-+- Cff cof.  2 0 — D'/5 cof. 3^-4-  etc. 

qiy-i.B,/Tin.e4:V-i^Gn.20^:y-i.t)flio.3d±eto 

Ponamus  breuitatis  gratia: 

A'-B'/cof.  0+O/fcof.  2 0-D'fcof.  3 $-+-  «c  =«W  ct 

-B' /fin.  0-t-C'/Gn.  2 • -D'/5  fin.  3 « -+*  etc.  z 9t 

\t  fit  + 1 "vbi  lignorum  ambiguorum 

fupcrius  -valet  pro  litteris  a et  31 , inferius  pro  lit- 
teris (3  et  35. . Hinc  ergo  erit 

Sl  = ^aV-i./fin.e(9Jl+9lV-i ) et 

S3=+aV-i./fio-«(S0l~3lV-«;) 

ideoque  __f_a  *fe**Xdx  e~^fe^Xdx 

Eft  vero 

e«jt_-//«of^cof>(y-A.finJ)4-V-i.fin  (/xfin.0))  et 
r0* — efxa^  ( cof.  ( fx  fin . 0 ) - V - 1 . fin.  ( fx  fin . 0 j) 
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fit  brcu itatis  gratia  angulus  /jcfin. $ — <J>  erit 
i V - i . v ( 4-  SfJ  9? ) / fi  n J = 

-(iOl— ^/-i;V-^cof.Cp-y-i .fia 

+(® +MV-1  >-^{cof.(J)+-y- 1 . fin.Cp) fefxca^K  dx(oo(.  (J)  - ✓-  i.fin.Cp) 

- '~fxcof,i  2 V • - 1 . ( !0t  fl  n . (p -f- 9?  cof.  (p ) /V f * « ** * X lix  cof.  Cj) 

_e—txc°;.i  2y  _ t (^cof.  <p_  x Cm.(p)fr'xe**X</xaa.<p. 

Quocirca  habebimus  intcgralis  partem  quaefitam 

_+  e-f^CSt  fln.<t>  + ??  cof.  <&)fef™»Xdx  cof  0 
V £ fxcoj.o ^ m cof(p  _ gj  fin  0 j />/*«/»  x rf.v  fia  (p 

(M-+-3J9?;/fin.0 
exiftente  <p.=/.vfiu.fl. 

Coroll.  1. 

1174..  Praecipuum  igitur  opus  hic  confiftit  in 
inuentione  formulae  imaginariae  2K-+-5J?  V — x , quae 
colligi  debet  ex  quantitate  Q,  dum  loco  z feribitur 
yalor  imaginarius 

— /(cof.O-t-V'  — i.fin.0)  , 

vnde  hoc  commodi  nafeitur  vt  loco  z"  feribi  oporteat 
(— /)B(cof  »0-+- V — 1.  fin.nfl). 

Coroll.  2. 

1175-  Cum  fit  0=77^!^—  etiam  ex 
hac  forma  per  eandem  fubftitutionem  formula  ima- 
ginaria V — 1 inueniri  poteft  , vbi  autem 

notan» 
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notandum  eft  hac  fubftitutione  tam  numeratorem  P 
quam  dcnominatorem  cuanefcere.  Ex  quo  manife- 
ftum  eft , vnlorem  iftius  formulae  rite  obtineri  ex 
hac  fnuftione 

d p d? 

i } coj.  t -+-z  ) dz  — : V — t./Jin. ) de’ 

C o r o 1 1.  3. 

117 6.  Quoivam  igitur  eft 
— B-f-2  Cs-f- 3 D~s-f-4Ex:'4-.  . . .«Ns”'"' 
fi  flatuamus  : 


B-aQcof  (?-+-3D/5cof.2d-4.E/'Icof  3$ ....  -f-wN/^coff;;-!)^ 
Clzz— 2C/fin.0-}-3iy!fin.2O-4E/,fin.20  ....  -4-flN/*~'fia.(«-i 
vt  fa<fta  fubftitutione  fiat 


^-^4-y-i.a, 

habebimus 

^4-V-t  — _»  + v-.Q  _ 

— t V — 1 .Jjin.t  

ideoque 

- 2)?  — -=*L  et  m — —»— 


— a -f-  y — ..  <fi 
tjfid.  » » 


C o r o 1 1. 

1177*  Immediate  ergo  ex  quantitate  P inde- 
ce deriuatis  y et  O , pofito  /.vfiu.0- (p  , ..inre- 
gralis  pars  cx  fa<ftore  duplici  Jf— \-2fzcof. 8-\~zz  na- 
ta erit  exprefla : 

ng—fXC0J-l 

^WTClO,  ( ( 1 <P ~ O.  fin.  <p ) fe***  XJxcoC.Q 

4-  ( y fin.Cp+a  coCty/ef^Xdx&n.  (p). 

Scholion. 
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Scholion. 

1178.  Quotcunque  ergo  forma 
P—  A-+-Bs-f-Ca:*-|-Ds;,-+-  etc. 

habuerit  fidiores  duplices  , pro  fingulis  ope  horum 
praeceptorum  partes  integralis  facile  definiuntur  , et 
quia  hinc  inuentio  partium  quae  fidioribus  fimplici- 
bus  conueniunt  fiue  ii  fint  inaequales  fiue  aequales 
non  turbatur  , omnibus  partibus  in  vnam  fummam 
coniedlis  habebitur  integrale  completum  aequationis 
differentialis  propofitae.  Verum  tamen  haec  prae- 
cepta non  fufficiunt , fi  fidiorum  duplicium  bini 
plu  resue  inter  fe  fuerint  aequales ; huiusmodi  enim 
cafus  peculiarem  exigunt  euolutionem  fimilem  eius , 
qua  pro  cafu  duorum  pluriumue  fidiorum  fimpli- 
cium  inter  fe  aequalium  fum  vfus.  Ne  autem  hanc 
traxfiationem  nimis  protraham  ,,  fu  faciet  cafum  pro 
duobus  fidioribus  duplicibus  inter  fe  aequalibus  cuol- 
viffe,  cum  inde  methodus  ad  pl ures  ficile  extendatur. 

Problema  154. 


1179.  Propofita  aequatione  differentiali  cuius- 
cunque gradus : 

dy  nddy  d*y  dny 

X=A^+B^.+  c^+D^i4- h N^-j, 

fi  expreffio  algebraica  inde  formata 


P=A4-Bz+C**-*-DaM- 
Vol  II.  K k k 


habeat 
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habeat  fatforem  duplicem  quadratum 
ifzco(.9-\-zz)' 

partem  integralis  ei  conuenientem  inueftigare. 

Solutio. 

Ponamus  ergo  P —(?ff-t-zfzco{.b-hzz)'Q 

firque 

Q— Ozc-H  . ...  +N 'z*-* 
ac  primo  imaginaria  non  amantes  ftatuamus  : 
azz/(cof.^-f-V- x.fin.O)  et  p zzf (cof.  9-V-i.  fini} 
■ft  fit 

lam  ex  iis  quae  fupra  J de  binis  fadtoribus 

iimplicibus  aequalibus  docuimus , ponamus  formam 

(p4-aj’  pofito  zz r-ct  abire  in  5U' 

at  hanc  formam: 

= 2 )’Q.  p°fito  s=:-P  , in  S5  , 

quibus  quantitatibus  5(  et  55*  inuentis  ibi  oftendi  fore 
integralis  partes  hinc  oriundas : 

ke~*xfdxf eaxX  dx + ^ e~^fdxf^xX  dx  = v 

quas,  cum  iam  imaginaria  inuoluant,  ad  realitatem 
reduci  oportet.  Faciamus  vt  iu  problemate  prae* 
cedente  : 

— A( — B‘f cof.  9 C'/  cof.  2 9 — D'/Tcof.  3 9 etc. 
^ — B'/fin.  9 fin.  2 9—D‘f’ lin.  30-f-etc. 

Yt 
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vt  quantitas  Q pofito 

z r:  — a — — /(cof.  0 -4-  V — i . fin.  0 ) 
abeat  in  i , at  pofito 

z—— (3rr — (/cof.  0 — V i.fin.0) 

t 

in  iDl  — 9?V—  i.  Cum  iam  -fit 

( (3  - a j* = ( - a Y-  i/fin.  0 / =:  - 4/fin.  , 
cui  quoque  (a— p)’  aequatur  erit 
a=-4ffin.tf,(SW4-S?J/-i)  et  23^-#fiu.0’(2)J-^V'-i) 
ideoque 

- 4/fin.  0’  ( 9»  Sn  4-  9?  3?  )»= ( W-31 V- i )r«xJUxft**X<ix 

-HfflM-aiV-i  )e~J?,JdxJ^xXdx. 

At  pofito  /.vfin  0~<J)  cft  -vt  vidimus: 

* . V — > • • • # ’ • 

fai_f/jc«>/.i)(cof;(J)4.V_i.(in.(I>) ; e~~rx-e~fxc“J}(co(  0 —V  ->  i .fin  .(£>) 

^px-^ /xco/^cofC})— V-^i.{inj(J)} ; , e~*xzue~- fxcir\cot<$+V-i  .fin  <P) 
vnde  illius  aequationis  alterum  membrum  abit  in  : 

+^^(!Dlcor4)-^fi  .(p-gj  V- 1 ,cof.(J)-'2ft  V'- 1 .fi  .fyfdxfe^XJxicoCQ+V- 1 .fi  0) 
+'^3nCOfi<J)-m$+ .co(.$  4 9)1  V- iSi^fdxfe^^Kdx^oC^-V-  i.G.Q) 

+ j . - * ! i • . * 

vbi  partes  imaginariae  fponte  fe  deftruuut.,  ita  vt 
obtineatur: 

.,_-^/xco/A^COr0-^fi.^)  rdxfef^Xdx  cC0-rto^g?cf.(|)  +!il?fi  4))/,#/<tl/JX/rfi.(D 

~ " ijwwrrwwjj' iuTF 

„ i • - - Kkk  2 leu 
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fcu  hoc  modo 
__g—fxc°s4  ^(sorcofcp-girm  tyfdxfef^XdxcoCQ 
^«KGn.Cp+^cof.Cpy^^^X^fin  .Cpk 

quae  expreflio  ab  imaginariis  penitus  eft  liberata. 

Nota*  Etiam  haec  folutio  infigni  corredione  indiget 
diligentiae  ledorum  relifta. 

C o r o 1 1.  r. 

\ 

1180.  Quoniam  formula  imaginaria  SDl+SftV-x 
nafcitur  cx  quantitate  Q fi  loco  ■ z fcribatur 

— /(coC0H-V—  i.fin.0) 

eadem  pofitione  quoque  repedetur  ex  forma. 

r 

(fj  -+-t)  zaj.t+-zz  j1 

verum  hic  tam  numerator  quam  denominator  pro- 
dit euanefcens. 

Coro II.  2. 

11 8 1.  Orietur  ergo  quoque  idem  valor  ex 
formula 

dr  

* dz(J’  coj.t  -i-ffz(  ■ -+-  Tcof.l' ) -4-i  j zzaij.t  z* ) 

vbi  cum  idem  incommodum  denuo  recurrat , orien- 
tur quoque  ex  hac  formula 

ar  

*&  *’  (//(  t -f.se o/.i'Y-h  «/zco/.I-Hj**)' 


Coroll.  j. 
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zi  82.  Statuatur  hic  primo  in  denominatore 
£ — —/(cof.  0-f-V— -x.  fin.0)  fietque  haec  formula: 

— d dt 
• J)  A Z1  'Jia.  I1' 

Deirfde  cum  fit 
ponamus  breuitatis  grati» : 

^C-3iyeofi+6E/fcoC  afl— "-^N/^cof  («- z)9 


CL—  — 3j3/fin.O+6E^fin.20 — . • • • ~~^N/r-",fin.(«— a)  9 


vt  fit  fada  fubfiitutione 

fgsf+fly-r, 

ideoque 

♦ ///»1.  i* 

er  confequcnter 

^ ~ et  & — TjTji^W 

Quos  ergo  valores  in  parte  intcgralis  inuenta  fubfti- 
tuere  licet. 


CoroM.  4. 

1x83.  Fa&a  autem  fubftitutione  , fiuflor  du-^ 
plex  quadratus  (ff-t-zfzcoC  9~{~zz)x  hanc  praebet 
integratis  partem  1 

ier-fxcof4  $+tycor.<P-atin.®)fdxfef™f4Xdxcor.Q 

C 4-(^fin.<p4  acoC.(P)Jdxfe^4XdxCiQ.<p 
vbi  Cp  denotat  angulum  fxGn  9. 

Kkk  1 


Scho- 


, To  C A P V T IU. 

S c h o li  o n. 

1184.  Si  hanc  expreflionem  cum  ea,  quam 
problemate  praecedente  inuenimus^  comparemus vix 
aduali  fimili  euolutione  erit  opus  pro  cafibus  magis 
complicatis.  Ita  fi  quantitas 

P^A+Bz-t-Cs+Dz1-!-..  ..+N2’1 
fr&orem  habeat  duplicem  cubicUm 
(//■-+-  2/z  cof.  0 4-  z z)1 
quantitates  et  C!  ita  definiuntur  , vt  fit 
^rD-4E/cofi0+i  oF/coC  z9-2oG/cof.  3 C(n-  3 ^ 

D-  -4E/Tm  ^+ioF/ffin.a^-aoG/1fin.39....-l-^^-N/'l~Ifin  (71-3)$ 

/ f “ ‘ ’ . 

quibus  inucntis  erit  integralis  pars  hinc  nata  : 

ze-fxcj.i  ^ .^cof.^-Qfin. $) fdxfdxfe^Xdxcotq) 

g>'P+.aa  l ^-(^fin.^+acor.^/^A/tf^x^fin.^ 

neque  iam  \lterior  progreflio  vili  amplius  difficul- 
tati eft  obnoxia.  Quocirca  aequationis  lioc  capite 
propOfitac  refolutionem  ita  concinne  mihi  equidem 
abfoluiffe  videor  , vt  nihil  amplius  defiderari  poffit. 
Interim  hoc  argumentum  maxime  illuftrabitur , fi 
haec  praecepta  ad  exempla  particularia  accommoda- 
brriius^  coi  inflicuto  ffequsns  caput  eft  deftinatum. 
Ante  autem  infigncm  proprietatem  circa  fhfliusmofli 
aequationes  generales  proponam  , rjuae  in  Aualyfi 
ingeutem  vftim  habitura  videtur. 

/.  i:i!  l.’  ■:  -'.;JO  .?!) 

£ Problema 
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Problema  155. 

ti 85.  Propofita  aequatione  diffeifntia.lt  cuius- 
cunque gradus : 


x-A/+nZ+c5?  +n77 

fi  formula  algebraica  inde  nata  : 


A-f-Btr-j-  . . . .q-Nz”1^ 

duobus  fotoribus  conflet  P=zQR  vt  fit 

Q.—  2H-S3sH-£s,4- . . . . 4-9?2m  et 

R=«-H  6 s-b  (3  + ■ . • . -h  nz" 

A 

integrationem  illius  aequationis  ad  integrationem  bi- 
narum aequationum  fimpliciorum  reuocare. 


Solutio. 


Si  formam  integralem  primo  ( 1 15  8.  ) per- 
pendamus , haud  difficulter  inde  colligimus  , pofl- 
quam  hanc  aequationem  intcgrauerimus : 


„ „ dv  ddv  dmv 

+<r  + . . . . 


dx 


d x 


indeque  valorem  ipfius  v per  x et  X definiuerimus, 
Yalorcm  ipfius  y pro  aequatione  propofita  cx  hac 
aequatione  erutum  iri: 


dy  ddy  . dny 

*=v+t  r*+t  77 


cuius 
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cuius  ratio  adeo  in  promtu  eft  polita ; dum  ex  hac 
aequatione  valores  pro  v eiusque  diflferentialibus  lub- 
ftituantur. 1 Prodibit  enim  : * 

X=8(  ctc. 

+93«  -f-93&  ,+93  c 

+<£«  -+-<£& 

r +£)<*. 

Cum  autem  per  hjrpothefin  fit  P:nQR  , .feriebus 
Q et  R in  fe  multiplicatis  necefle  eft  fieri 
A—%ai  C=:2(c+5B6+2:a  etc. 

ficque  haec  poftrema  aequatio  ad  ipfam  propofitam 
reducitur 

Coroll.  i. 

1186.  Si  tantum  ad  fa&ores  fimplices  refpicia- 
mus , prioris  aequationis  integrale  ,per  huiusmodi 
terminos  exprimitur 

v=T e-^/^Xdx  etc.  . 
pofterioris  vero  aequationi?  integrale  per  huiusmodi 
jzZiAe^/e^vdx  etc. 

Coroll.  2. 

iiS»;.  Quodfi  iam  in  fingulis  terminis  pofte- 
rioris integralis  fubftituamus  fingulos  prioris , fiet 
y—T 

quae 


Digitized  by  Google 


4+9 


c A P V T III. 

quae  forma  ad  hauc  reducitur ; 

/=££'(  ‘-“/'“Xlx-i-t-fPxiit) 

cuiusmodi  termini  per  integrationem  aequationis  pro- 
politae  immediate  inueniuntur. 

. / 

CorolJ.  2- 

ftatim1^;, I.  foria*'  ?=“’RM  ’,h 

J — r A e~^*fdxfe*x  X </* 

fupra  pro  cafu  duorum  fatforum  fimplicium  aequa- 
ium  inuenta.  Interim  cum  totum  negotium  ad 
refolutionem  in  fadores  rei  fimplices  vel  duplices 
reales  redeat , ipfa  aequatio  propofita  modo  au  te  «- 
pofita  facillime  expeditur. 


; ni  ll'  L 1 1 


CAPVT 
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) <0  ( 

CAPVT  IV. 


APPLICATIO  METHODI  inte- 
grandi IN  CAPITE  PRAECEDENTI  TRA- 
rnTAF.  AD  EXEMPLA. 


Problema  156. 

P1189. 

ropofita  hac  aequatione  differentiati 
d'y 

«ius  integrale  completum  inuenire. 


Solutio. 

Hic  ergo  eft  ?zzdn-\-zn,  vbi  primo  obferue- 
tur  , fi  n fit  numerus  impar  fetorem  fimplicem 
efleWsT«  quo  nafcitur  pars  integratis 


exiftente  % valore  ex  forma  0-^  emergente,  fi  po- 
natur z~-a,  qui  ergo  valor  cum  fit  etiam 
ob  n—  1 numerum  parem  erit  ideoque 

• haec  integratis  pars 


r 


""  na'*-' 


i axfeax  Xd  x. 


Reliqui 
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Reliqui  fa&ores  omnes  in  hac  forma  continentur: 
aa— 2flzcof.0-hsz  , exiftente  0 — } -ybi  i 

denotat  numerum  integrum  quemcunque  et  m an- 
gulum duobus  redis  aequalem.  Comparata  hac 
forma  cum  Probi.  153.  et  Coroll.  1.  fit  et  ob 

z—a[co[.9-[-Y  — i.fin.9)  ex  forma  colligitur: 

»an-,cof.(«-i)0  et  £l  :=  na*-' fin. 
cum  igitur  fit 

cof. n&  — —i  et  fin.nfl  — o erit 
fy—  — na*-'  cof.0  et  €t  = nan- 'fin.0. 

Quare  pofito  /arfin.0  ~ — ajefin.  0rz(f),  integralis  pars 
ex  quolibet  fadore  duplici  oriunda  eft  : 

2 e*™»  q _ cof.  9 cof.  <J>  ■ - fin  J fin !^)fer^  X dx cof.Cj) 
na'~l  ( ( - cof .9  fin.  <p + fin .9  cof.  X ^fin.Q 

fcu 

-ienxa>ii 

^^r-(cof(0-(P)/^^XtofCb-fin.(^Cl5)/r“cor,X^fm.(f») 

et  pro  <J>  valore  reftituto: 

-ar“”,J 

-^_—(cof.  ( 9 +a*fin.e ) fer-*xtaS*X  d x cof.  ( a * fin.  9) 
fin . ( 0 + a * fin.  0)  fe-***U  X dx  fin.  ( a * fin. 0 ) ). 

Iam  pro  9 fuccefliue  fubftituantur  anguli  SL  »* 
quamdiu  ipfo  n funt  minores , omnesque  hae  for- 
mae in  vnam  fummam  conicdae , quibus  cafu  quo» 

Lll  a eft 
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eft  numerus  impar  infupcr  addi  oportet  formam 
primo  inuentam 

__L_  e-**fe°xXdx i , 
na " ' ' 

dabunt  integralc  quaefitum. 

. Coroll.  i. 


1190.  Cafu  quidem  quo  n eft  numerus  im- 
par , vltimus  valor  ipfius  0 foret  7r , quem  autem 
hic  omitti  iuftimus , inde  autem  ob 


a ,v  fin.  0 ~ o et  cof.  0 — — *i  , 
prodiret  vltima  pars  integralis 

JX 

— /e"x  X dx  7 


2 e' 


na" 


dupla  eius  quam  capi  conuenit ; cuius  ratio  eft , 
qund  fumto  0 — 7r  formula  aa+iaz+zz  non  am- 
plius ipfa  eft  fiuftor  , fed  eius  radix  quadrata  a-p-*, 
cx  quo  hunc  cafum  fcorfim  erui  nccefle  erat. 


Corolf.  2. 


1191.  Si  eft  X — o r formulae  integrales 
abeunt  in  conflantes  arbitrarias  et  cx  fa&ore 

a a — 2 a z cof  0 -+-  z z 
oritur  hacc  pars  integralis 

A coi: : ( 0 -f  ■ ■ a X fin.  $ ) + 51  fin . ( 0 ■+-  ax  fin . 0 ) ) 

- • : - quaa 
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quae  reducitur  ad  hanc  formam 

denotante  £ angulum  conflantem  quemcunque  , vti 
iam  fupra  inucmmns. 


Problema  157. 

1192.  Propofita  hac  aequatione  diflerentiali  s 
Y . <Fy 

X —cTy— 

J dxn 

eius  integrale  completam  inuenire. 


i' ' Sol  utio. 

Forma  algebraica  hinc  nata  P=r an—z*  fido- 
xem  femper  habet  a—zy  vnde  nafcitur  pars  inte- 
gralis  yaxfe-axXdx  exiftente  pofito  z~a. 

Cum  ergo  fit  quoque 

> crit  % — , 

< ideoque  haec  pars  intcgrali»  . ' 

Deinde  fx  » fit  numerus  par,hincque  n—.i  impar  t 
fatflor  quoque  erit  fl+s,  qui  praebet  integralis  partem 

= J^r=7  e-°*fe°*Xdx. 

Reliqui  fa&ores  omnes  ipfins  P funt  duplicis*  for- 

L 1 1 3 mae 
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mae  aa—  aflzcof  0-t-zs:  exiftente  angulo  6—11*^ 
qua  cum  generali  fiipra  vfurpata  ff+ifzcoC.6  + zz 
comparata  fit  /zz—  a , et  ex  forma  ‘~~  — nzn 
Quaeri  oportet  formulam  -+-  O.  V'  — i pofito 
^ — <*(co!:0-t-V—  i.finJ) , vnde  colligitur: 

— — «a'— cof.(»-x  )0  et  O.—  fin.(n-i  )& 

feu  ob  cofwfl— t et  fin. «0zz:o  , fit 
■g>  — -««"“'cof  O et 

Pofito  iam  nngulo  — a^fiu.  > cx  §•  XI77* 

oritur  pars  integralis  : 

2 fzcoH r ( _ cofj cof. '<p-fin.M\n.$)f g-axaS* X^vcof.^ 
i+-(-cof.0  fin  Xp+fin.^cof.Cp)  fe-^^Xdxtiu.Q 
quae  "vt  ante  reducitur  ad  hanc  'formam  : 

. -dzct>!4 

Z (cof.  (O+dA-fin.O)/ e-axcoJ->  X dx  cof.  (ax  fin  J) 

na*— ' v 

_+_fin. ( 0 -Ha  a:  fm . $ ) />—«“/•* X dx  G n . ( a x fin.  6 ) ). 

Hic  iam  pro  0 fuccefliue  fcribadtur  anguli 
5_5  etc  quamdiu  funt  minores  qu^rn  tt  , haeque 
partes  omnes  cum  primum  inuenta  atque  etiam  al- 
tera , fi  n fuerit  numerus  par,  in  vnam  fummam 
colledae  dabunt  integrale  quaefitum  feu  valorem 
ipfius  y. 

Corollarl  um. 

1193.  Cum  fadfor  duplex  generalis  aa-sacof  d+zz 
cafibus  0 zz  o et  J—7t  non  praebeat  ipfos  fartores 

fimpli- 
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fimplices  reales  a—z  et  a-\-z  fed  eorum  quadrata, 
haec  ratio  e(l  , cur  pars  integrals  inde  eruta  pro- 
deat dupla  eius , quam  capi  oportet 

Problema  158. 


xi 94..  Propofita  hac  aequatione  differentiati 

dx’ 

eius  integrale  completum  inueftigare. 


dy  ddy 

X— • 7^di  + d7 


d"y 
^ di* 


Solutio. 

Forma  algebraica  hinc  nata  eft 

Pzr  1 4- z 4- z 4-2* -+* 2* •+■** 

cuius  omnes  faftores  fcrutari  oportet.  Cum  igitUf 
1 —a"-*-' 

fit  Pr= , formae  i - «*+*  faftores  capi  con- 

venit  exclufo  i— a;  vnde  primo  patet,  (i  fherit 
«4-1  numerus  par,  fa&orem  fimplicem  fore  i +zf 
ex  quo  nafcitur  pars  integralis  */V*X</a : exi- 

(lente  — polito  a — - t Erit 

1 -h*  i—zz  r 

( Tl  1 - T } Z? 

ergo  quoque  51= — - » ideoque  S(— i(«4-i), 

vt  haec  pars  integralis  (it  ^-ie~xfexXdx. 


Fa  dio- 
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Fa&orum  autem  duplicium  forma  cft  i-azcofdq-zz 
fumto  angulo  ita  vt  pro  §.  1175.  fit 

fzz—i.  Confidcretur  forma 

d?  _ , 

dz  ( 1 — z)*  ’ 

quae  pofito  zrrcof. 6-\-V—  i.fin.0  abire  fumitur  i> 
, ficque  erit 

m 1 V_  , — '4»-4-i )cof.%6^-ncor.'n+- i W—t.fin.ni+JiV—,Jrn.'n+nV 

1 — 2coj4-+-coj.il—ty — ujm.l-t-y— >jin.i9  • 

Cum  vero  fit 

fiD.(»+i)^ro  et  cof (»+i)0  = r , erit 
fin.»0— — fin.  0 et  co£«0:=rcof.0  , ideoquc 

a\  1 Oi  V t- — ”-H'  — fn-M  yo/.t-hto-t-’W— ’./'*•>  rpl. 

2lXyJ-+-2C5J.J1 2^ ljju.9, 1-.0J.4) 

CH  . V T W/-M-V— ■ Jin.i 

y "1  “•  “ * — 2(1 — cojj)'  — raf.4 — y — i./jb  ( 

multiplicetur  huius  fradionis  numerator  et  denomi- 
nator per  — cof.  0 -4-V— 1.  fin.0  et  prodibit 

J __  — 'n  -4-  ■ )( 1 2cu/^- — y — 1 /in#  i —ico/4)) 

ita  vt  fit : 

$=-i(«-hiXi+2cof0)  et  Q— 
vnde'  fit 

Tum  vero  pofito  angulo  — *fin.0  — <p  , colligitur 
$cofi  Cf)-afin.(j5— 

9>fin.(J)+acof.cp.=  $^.{=4— 1>)) 

cum 
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cum  autem  fit 


cof.a-cof.6-  2 fin.2±$fin£=f  et  fin.a-fin.fc-acof.^fio.^ 

1 * a a 

fit  hinc 


fJ  cof  $ — Qfin.(f>  — 
g>fm.<p+acof.cp= 


— C«+i)fin-K3^-a^) 

2 fin.  s 9 ct 

-(«+1 ) cof.  ;(30-a(f)) 

2 fui.  i $ 


ex  quo  integralis  pars  quaefita  erit 
~ &(  fin.  i(  3 6+2xCio.$)/^xc^XdxcoC(xGa.9) 

— cof.  5 ( 3 0 + 2 x fin.  0 )fr~xc<>Jt  X dx  fin.  ( x fin.  0 ) }. 
Pro  0 ergo  fucceffme  fubfti  tuantur  anguli 


quamdin  funt  minores  quam  7r  haeque  partes  omnes 
in  vnam  fummam  colligantur,  cui  fi  n~{-i  fit 
numerus  par  addatur  infuper  p fic- 

que  obtinebitur  valor  ipfius  y. 


Coro  11.  i. 

1195.  Si  aequatio  propofita  in  infinitum  pro- 
grediatur , vt  fit  n numerus  infinitus , anguli  9 
priores  omnes  funt  infinite  parui  ideoque  num£fo 
infiniti,  quoad  numerus  par  2 i ad  n-f- 1 rationem 
finitam  habere  incipiat,  tum  autem  pro  9 fequentur 
omnes  anguli  finiti  in  progrefiione  arithmetica  in- 
Vol.  II.  M m m cre- 


C A F V T IV. 


4S;i 

crefcentes  , cuius  differentia  eft  -^7 » vsque  ad  tt  r 
quorum:  nuracrus  itidem  eft  infinitus. 

c - k 

C o r o 1 1.  2. 

1 i-jXf.  Quamdiu  angulus  0 eft  infinite  paruus , 
integralis  pars  ex  eo  oriunda  hanc  induit  formam : * 

—7  ((3  -+-2X)  fe~xXdx—ife~x  XxdxJ 

quae  cum  per  cubum  infiniti  fit  diuifar  etiam  mul- 
titudo infinita  huiusmodi  formularum  pro  euanefeen- 
te.eft  habenda, 

C o r o 1 1.  5. 

1197.  Quodfi  fuerit  Xzzzo  , vt  huius  aequa- 
tionis 

dy  ddy  dTy  d*y 

. + + + + ^ 

integrale  fit  inueftigandum,  erit  eius  pars  quaecunque 
exc°"(  A fin.  I ( 3 0 2 x fiu . 0 ) -f-  % cof  £(  3 0+  2 x fin  . 0 )) 

(eu  fimplicius 

A/^cof^-f-A-finJ). 

4 , ' 

Cum  igitur  fi  n fit  numerus  infinitus , pro  0 an- 
gtrius  quicunque  accipi  queat,  erit  iftius  aequatio- 
nis integrale  particulare  quodcunque  : 

j,—  A e*  **  *cof.  ( x fin.,0  . 

famendo  pro  £ etiam  angulum  quemcunquc. 

Scho- 
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Scholion. 

1198.  Num  autem  huius  aequationis  difleren- 
tialis  in  infinitum  excurrentis  1 

X — y-f-  1?  -4-  -4-  d-i2  4-  £1*.  -+-  etc. 

denotante  X,  fandionem  .quamcunpie  ipfius  x,  in- 
tegrate commodius  exprimi  poflit , quam  per  par- 
tium illarum  innumerabilium  cuanefcentium  fum- 
mam  , quaeftio  ctt  altioris  indaginis  , neque  adhuc 
ad  hunc  fco/um  Analyfeos -fines  fatis  videntur  .pro- 
moti. Cafibus  quidem  , quibus  X eft  funftio  ratio- 
nalis integra  puta 

Xra  + it+f.v  ero 

res  nullam  habet  difficultatem  , com  fumto  - > 

y— :a4-p.v-+-Y^4-^A;5-l-fa.,4-4-etc.  +« 
hi  coefficientes  a , (3 , Y etc.  femper  ita  ' definiri 
queant , vffada  fubftitutione  prodeat  talis  aequatio 


■ d v 1 d d v J*  v 

:v+  -b  -f-r  -H  rfi* 


etc. 


cui  particulariter  fatisfacit  valor 

A excof’>  co C ( x fin.  '<M-  £ ) 


v 


furatis,  pro  < et  & angulis  quibusctmque.  Verum 
ex  dato  eiusmodi  valore  ipfius  X fetantur:  , 

a—a-b  , $-b-zc  , y=*.-3*  , $=d-  + e , 

t—e—sf  etc. 

Verum  in  genere  cum  fiat 

ix  _ a>  . .4-  ^ + etc.  • • 

B_“  * - 'uidens 
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cuidens  eft  (emper  pofito  yz. , aequa- 
tiqnem  illam  transformari  in  hanc : 

S + n?  8 + €tc. 

Corollariam. 

npp.  En  ergo  praeter  expeAationem  inte- 
grationem completam  huius  aequationis  differentia- 
tis in  infinitum  excurrentis ; 

ffjS?  + S+  S.etc.  in  infinitum 
pro  qua  iam  nouimus  efle 

J=X- -H A«* ^ #cof. (xfin  0-K) 
quod  poflremum  membrum  ob  angulos  £ et  0 ar- 
bitrarios in  infinitum  multiplicari  potefl.  Haecque 
forma  maxime  complicatae  illi  ex  folutione  oriundae 
aeqniualcre  eft  cenfenda. 


Problema  159. 

1200.  Propofita  hac  aequatione  differentiati 


iu'n—  \)ddy  _r 

!•'  t»  d*{lx^  " I.  }r  f d xs 


vbi  quidem  n fit  numerus  integer  affirmatiuus  , yt 
terminorum  numerus  fit  finitus,  eius  intcgrale  com- 
pletum inuefiigare. 

Solutio. 

Formula  algebraica  hinc  confideranda  fit 
P = 1 4-t  J + + etc.  = ( 1 + & 

quae 
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quae  ergo  meros  habet  fetores  fimplices  inter  fe 
aequales  «-+-<?.  Cum  igitur  fit  — — ^ ex 
§.  xrb3.  ftatim  colligitur  integrale  quaefitunr 

J—ane~axfdxfdxfdx fe^Xdx 

quoad  fignorum  integrafium  numerus,  aequetur  ex- 
ponenti n.  Hanc  autem  formam  fequenti  modo  in 
integralia  fimplicra  refoluere  licet , ope  reduftionis 
generalis  qua  efle  nouimus 

/dxf  V dx  =z x/  Vdx—fVxdx  „ 

vudc  fit 


fdxfe^Xdx—xf^Xdx-fe^X  xdx 
. fdxfdxpxXdxzz.\x'[<fxXdx-  xr(?xXxdx+'JeaxXx'dx 


fdxfdxfdxfd,xXdx= 


x' feQXXdx~ix'feaxXxdx+zxfd,xXxidx-feaxXx'dx 


a. 


etc. 


'Cum  igitur  fignorum  integralium  numerus  fit  —p, 
concludimus  fore 

y—  rfx^fe^Xdx-^  x*"f<Px  Xxdx 

-+■  X x'dx  - etc. ) 

vbi  cum  finguTa  integralia  confiantem  arbitrariam 
implicent  manifeftum  eft  , hoc  integrale  efle  com- 
pletum. 

M m m 3 Coroll.  x. 


•* 


f 
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C o r o 1 1.  i. 

1201.  Si  ergo  e flet  X=:o  aequationis  difle- 
rentialis  propofitac  intcgrale  completum  foret : 

A**- '+ B etc +Mx+N) 

vbi  conflantium  arbitrariarum  A,  B,  C etc.  nume- 
rus Ytique  efl  — n. 

Coroll.  2. 

1202.  Si  numerus  « fuerit  infinitus,  fimul- 
que  quantitas  a capiatur  infinita  vt  fit  az^.nc  , ae- 
quatio integranda  in  infinitum  excurret  , eritque 

v — v.  i . i2_  _ii>—  -4 ^.-r-r  -1-  etc. 

aequatio  autem  intcgralis  ad  hunc  calum  applicata 
nullam  lucem  foeneratur. 

Coroll.  3. 


1203.  Quaecunque  autem  y fun&io  fuerit 
ipfius  x , conflat  fi  loco  x fcibatur  X-+-J  > cam 
abire  in  : 


»4. 

c d x~ 


quae  cum  efle  debeat  rr  X,  viciflim  patet  y aequari 
ei  fuutfioni  ipfius  x quae  nafeitur  ex  X , fi  ibi 
loco  x feribatur  x—  £. 


Scho- 


# 
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Scholion  i. 

1-204.  Quod  quo  facilius  appareat  obferuo  fi 
propofita  fuerit  quaecunque  eiusmodi  aequatio. 


X^Aj+'BH+C 


"•d  i y 


' d x‘ 


T\d*y 

Dc nr* 


etc. 


femper  fine  vlla  integratione  intcgrale  particulare 
per  approximationem  hoc  modo  inueniri  pofle,  fta- 
tuatur 

+ { •+■  etc* 
fiuftaque  fubftitutione  habebitur:  • . 

• X=A«X+A(3.1i+AV.4iS-+AJ.^4-«c. 


dx  • r -Sx' 

+Bct  +B|3 
+C« 


+ By 

+C0 


ficquc  coefficientes  a,  (3,  y , <$“  etc.  definiuntur,  vt 

fit  a— reliqui  vero 

=??  — =?  * 1 
P A-  A1 

_ , Ca-B3  — C BB 

V—  —A aT.-»"  A» 

r —Da— C3— BV -®4-^  — ®L 

a = A IT  ^A5  A* 

— Ea— DP— cv— Df  —E  ».  »BP->-C* 

e _ i Ar  1 A> 

1 etc. 


;BBC 

A* 


-Jt 


quae  fi  accommodentur  ad  cafum  problematis  , fiet 

~ t—  "V  n dX  1 n!  r-h  i )ddX  a{h  4-1  )('i-t-2)d,X  ■ 

y — ^ ia  dx  1 1.  * a*  Sxx  1.  »•  * •*  d ** 


Hinc 


« 
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Hinc  cafu  quo  »=n  et  a~nc  colligitur: 


y—X-- 

1 1 


ddX 
i.  2 c*  d x* 


d • X 

I.  J 3 C*  d X* 


etc. 


quae  expreflio  etfi  in  infinitum  excurrens  manifefto 
definit  eam  ipfius  x funaionem  quae'  nafcitur  ex  X 
fi  loco  x fcribatur  Qiiodfi  iam  hanc  nouam 

funaionem  figno  X'  indicemus  ponamusque  j^X^v 
aequatio  Coroll.  a.  abit  in  hanc  : 


o =*'+H+fc 


r,H-€tc. 


cuius  integrale  particulare  quodcunque  eft  ixzAe^x™ 
«xiftente  n numero  infinito,  et  m numero  integro 
pofitiuo. 


Scholion  2. 


I20S-  Haec  me  deducunt  ad  fequentem  fpecu- 
lationem  circa  ferierum  fummationem.  Sit  nempe 
feries  quaecunque 

x a 3 + x 

A , B , C , D T 

cuius  terminus  indici  x refpondcns  fit  T funaio 
quaecunque  ipfius  x.  Statuatur  fumma  omnium  ho- 
rum terminorum 


A *4~  B — j—  C —H  D •- H 'h'1' — y > 

ac  perfpicuum  eft  y fore  eiusmodi  funaionem  ipfius  xt 
vt  fi  in  ea  loco  x fcribatur  x—i,  proditura-  fit 
eadem  illa  fumma  y termino-  >1111110  T muiaata  , 

fcilicet 
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fcilicet  y— T.  At  loco  x fcribendo  x—  i f fundio  t 
abit  in: 

▼nde  oritur  haec  aequatio: 

T — i?  — _j d*y  i*y  , ' 

J*  t.  i 4 x*  ».  u i d «T  i.  *.  i.  » d *«  "1”  ®®C' 

quae  femel  integrata  pofito  /Tdx  = X fit 


x=^-  dSr  + rr^fh  - rzfr 


d x’ 


■+■  etc. 


quam  quomodo  integrari  conueniat  videamus , dum 
eam  aliquanto  generaliorem  reddemus. 

Problema  160. 

1205.  Propofit*  hac  aequatione  diflerentiali  j 

y — M4y  ... 

a i*tQ*dx  1 i . 7.  j «f  d **  * WC» 

*eius  integrale  completum  inueftigare. 

Solutio. 

Formetur  inde  haec  quantitas  algebraica : 

p.."  n[n-i)z  n(n-i)(n-2)zz  i-(x-*Y* 

a T.  aZ"1 r~r-r-p etc.~  — — '-L 

• **  *•  a.  3.  a 2 

on — (j— 2)* 

^cu  ^ ^>2  » cu*ys  fe&or  duplex  quicun- 

que  hanc  habebit  formam 

«a  - 2 0(a-*)  cof.  2 ^h-(« 

Vol  //.  Nnn 


«xiftcnto 
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exiftente  angulo  a Abit  autem  haec  forma  in 

a aa  ( i -cof.  a V\  - 2 a z ( 1 - cof.  2 £)  -+m^~ \a  a fin-  C 

— 4flafin.4’+2S 

quae  cum  generali  ff-\-zfzcoC.b-t-zz  comparata 
dat: 

f—zaba.%  et  cof.drr—  fin.  £ 
xnde 

90* -f-  £ et  fia.0—  cof£ 

exi  (lente  Iam.  ad  partem  integrali»  hinc  or- 

tam inueniendam  confideretur  forma  : 

dV — » >«)( a—  zf~l 

dz  ~~  * 

in  qua  pofito 

*=— /(cof.ff-t-V— i.CnJ)  fet* 
jcn2afin.^(fin.^— V-i  .cof.^)=*(i— cof.2^— V— r Jtn.2^) 
xt  fit 

a—z—a  (cof.  2 £4- V— i.fin.2^) 


prodit 


$+C>V-i= 


— — 1 -Jn b>(| 


Cum  autem  fit 

cof  2»£m  et  fin.  2»^—  o » erit 
-coCa^ri— 1)£— cof.2^  et  fin.2(«—  x)£:z:— fin. 2^ 


ideoque 


n -f-n  ( ca£  » ? — — t.Jnut  ( ) 

— « aajn..^*  ( co>  i £ -+■  lf  — • .J&».  * ^ ) 

quae 


/ 
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«juae  reJucitur  ad  hanc  formam 

Tndc  doncluditur 
ficque  eft 

M+aa=5Ff 

«t  potito 

<))  — 2a*fin.£cof.£r:<n:Gn.a£  fiet 

^cof.(j5-Qfin.(J)=^L_?fin.(3^-$)  et 
3>  fin.  (p + H cof.  $ = 7^&r<  cof.  ( 3 Z> - <J>  )• 

Quocirca  integralis  pars  hinc  oriunda  erit 
+ qafm.zet  )fe~ 1 axfin'  f*  X dx  coC  $ 

+cof.(  3 %-$)fe-*'*Ji'-t'Xdx{iix.Q>) 
vbi  pro  £ fuccefliue  fcribi  debent  hi  anguli 


TT  l IT  ( H * * 


etc. 


quamdiu  Tunt  angulo  re&o  minores,  at  fi  n fit  ntt« 
merus  par  ad  has  partes  infuper  addi  oportet 

-lllelBtJe-'axXdx , 

Ccque  colligetur  verus  valor  ipQus  y. 


N n n n 


Coroll.  x 
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1207.  Si  eft  X— o , pars  integralis  ex  quo- 
libet angulo  nata  induit  hanc  formam 

fiaxfin.{  ’(Afin.(3<-a*fin.a£)+Bcof.(3$-0*&n.a$)) 

feu  hanc 

A e . a * jin. fl0  ( a _p.  ax  fin.  a £ ) 
denotante  a angulum  quemcunque  conflantem. 

C o r o 1 L 2. 

1208.  Inuento  integrali  particulari  quocnnque 
V quod  aequationi  propofitae  fatisfaciat , fi  po- 
namus deinceps  y — V+v  , orietur  haec  aequatio 

- „ %v  n C « — » ) »(*-—»  )( it  — t)ddv 

® 4 i«  s a*  d x i.  M fl1 4 x 

ex  quo  integrale  completum  erit 

^ = V-+- Ae’ a fin.  (*+** fin.  a £) 

vltima  hac  parte  fecundum  omnes  valores  ipfius  £ 
Multiplicata. 

C o r o 1 1.  3. 

iaop.  Si  fumamus  wrrco  et  a=r«  , vt  haec 
prodeat  aequatio  differentialis  in  infinitum  excurrens 

Y — v — iy.  -I —2-^ k J d*y t 

J »*»  i x 1 1.  z.  1 4 x*  iitiitir”  i.i.i.t.stU*  • cl1" 

erit  y terminus  fummatorius  progreflionis , cuius 
terminus  generalis  indici  x refpondens  eft 

Quara- 
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Qnamdiu  ergo  angulus  ~~  eft  infinite  paruus  ob 
0— 2/7r.r  integralis  pars  quaelibet  eft  : 

,jiTnrx  — ijnnry 

4; n.e  n (fin  — 2iitx)fe  n X</jrcof  (aiirar) 

liti XW  y 

-q-cof.(’-^-  — ziTtx)fe  n Xiarfin.( a/irx)) 
et  omiflis  cuanefcentibus : 

4;7t(cof.(2/xv)  fXJxCia.(iziTtx}-(i.(2i’rtx)fXdxco('(2i’nx)) 

fi  iam  hic  pro  i fuccefliue  omnes  numeri  integri 
1 , 2 , j etc.  fubftituantur  omnium  formularum 
hoc  modo  relultantium  fumma  dabit  verum  et  com- 
pletum valorcm  ipfius  y. 


S c h o Ii o n» 

1210.  Pro  aequatione  autem  propofita  methodo 
ante  indicata  integralc  particulare  per 
rentialium  inuenire  licet  ponendo : 


feriem  diffe- 


B i X 


D 

a x 1 


J-AX+ 
fatta  enim  fubftitutione  reperitur: 


Ed«  r 
d *♦ 


4-  ctc 


A — 


n — t . 
1 » * 


n n — t . jj  = n n — i k 

ujn  ^ 14  a a n t 

— f n n.  — 1 U n * — » c ) 

720  a*  a 


cuius  quidem  feriei  difficile  eft  Lgem  progreffiais 
in  genere  affignare.  Verum  pro  calu  «"«o  et  a~nt 
qui  imprimis  in  Dotftriua  progreffionum  eft  notatu, 
dignus , hi  coefficientes  ita  lc  habent* 

A=i  j B— i i C=t'<  * D=o  i.  E— Hi  ctc. 

N n n 3 vnde 
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vnde  ea  ipfa  forma  oritur  , quam  olim  in  genere 
pro  termino  fummatorio  dedi.  Concefio  autem  hoc 
termino  fummatorio  qui  fit  ~V  probe  notari  conue- 
nit  aequationem  j—V  tantum  efle  integrale  parti- 
culare aequationis  propofitae,  completum  vero  facile 
exhiberi  , fi  modo  ad  V addantur  omnes  huiusmodi 
formulae  Afin.(a-f-  2/Tr.r) , pro  i feribendo  fuc- 
cefliue  omnes  numeros  r,  2^,  3 , 4 etc.  vbi  pro 
quolibet  angulus  a pro  arbitrio  aflumi  potefl.  Quod 
autem  finguli  hi  valores  aequationi 


0—17—  ~ 
adx 


1 d*v  d>v  ) t 

laotlx*  7t OX?  ' 


latisfaciant , ita  facillime  oflcnditur.  Pofito  breuita* 
tis  gratia  ziir  — m vt  fit  v — fin.(a-f-m  x)  et  fa&a 
fubflitutione  fieri  debet 

©zfin.(rt-Hwx)  ( 1 + ”5  — etc.p  _fin.(a-H»x)’,fin.OT 

cof.(  a+mx)  ('-?  +-  £ - + etcS  cof  (a-f-jwjc)  * (cof.ro-  x >. 

Cum  autem  fit  m—zim  manifefto  cft  tam  fin.ro:zo 
quam  cof. m—i—O. 

Problema  161. 

12 11.  Propofita  hac  aequatione  differentiali : 

— r 1 *■— ) diy  4-  »(»—  »yn— *Yn— i)  _d*y  ■ 

— , "o5^*1  ■ i.  a.  *.  ♦ 'a*ax*  *T- At- 

tius jntegrale  completum  inueftigare. 

Solutio. 

Quantitas  algcbraica  hinc  formanda  efl 


P=i  + 


IjB— 1)  ZZ  , 

»•  a 'a  a 1 


+ «c. 


Digitized  by  Google 


C A P V T IV. 


47* 


quae  ad  hanc  formam  manifeflo  reducitur: 


_ {a-\-z)r--\-[a—&yt 


2 a 


cuius  fartor  quicunque  trinomialis  eft 

z(aa— «s)cof.2^+(a— z)* 

fumendo 

»0  {=UJ±>J5. 

Haec  autem  forma  abit  in  : 
zaa{  i-cof.2<)-i-223(  f+coC  a^r+aafin.^+^scof.^ 
qui  fartor  generalis  repraefentetur  hoc  modo 
aatang.£’-+-s« 

ficque  comparatio  cum  forma  generali 
. cof.04-2*' 

praebet 

/— — atang.£  et  $ — 90* 


tnde  fit 

0— —axtang.^  (n77-) 
et  valor  pro  z fubftituendus 

-/(cof.  • ■+- V -x . fio.  fl ) = a tang.  £ x 


quo  parto 

dP n{a-\-zf~'-n{a~zY~^ 

dz~~  zan  * 

V 

abite  ponitur  iu  ^-4-Q.V— * * 

Tnde 


1 
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vnde  fit : 

i&V- 1 = £ (( * -f  tang.£. V- 1 f-'  -(  x -tang  .£V- 1 )*"*) 

-ZmL?2'  (cof-  ( " “ 1 K+ ' v ~ 1 -fin-  (*->)£- coC  : 1 ) 1 S 

4-fin.(»-i)£V-i) 

ideoque  $=ro  et  Q.=  At  ob 

hincque  cof.n^rzo  et  fin.w^~+i  , prout  i fue- 
rit numerus  par  vel  impar,  erit  fin.(«-i)^=:+  coC£, 
4-  n 

ideoque  Q,—  Quocirca  ob  cof  0 — o,  in- 

tegralis  pars  ex  hoc  favore  oriunda  eft : 

2 a cof.  Z’1— 1 

±_ n—  (coC0/X</Arfin.4>-fin.Cp/X^cof4)) 

(feu  ob  (P  — — flartang  £ 

2 a cof.  £n  * 

dt  n (fin.(aa:tang.£)/Xrf;rcof.(.<mang.£) 

- cof  ( a x tang.  £ )/ X dx  fin.  ( a x tang.  < ) ) 
vbi  pro  £ fuccefliue  fubflituantur  anguli 

i . »»  . s».  7» 

*»’  i n * ,n>  t n > 

quamdiu  funt  refto  minores , pro  quibus  ibi  alter- 
narim 4-  et  - fcribi  oportet ; haeque  partes  omne* 
in  vnam  fummam  colledfcie  dabunt  valorem  com- 
pletum i piius  y , dummodo  pro  vltima  parte  ex 
angulo  £—7  oriunda,  quod  euenit  fi  n numerus 
impar , eius  tantum  femifiis  capiatur. 

CoroIL  a. 
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C o r o 1 J.  I. 

X2i2.  Accommodemus  haec  ftatim  ad  cafum 

n=™  ct  a = nc  t vt  propofita  lit  haec  aequatio  dif- 
ferentialis 

i tu^dx1  1,1. etc-  iQ  infinitum, 

Cutn  igitur  hic  valores  ipfius  £ fint  infinite  parui . 
erit 

cof. £ m et  tang. <*'±  « )« 

; jn 

hinc  **tang.£=(4iH-  j)cX? 

pro  quo  angulo  fcribamus  w.  Ergo  pars  integralis 
quaecunque  : 

dr  a c ( fin.  w/  X dx  cof.  bi  - cof  w/  X dx  fin.  u) 
vbi  figna  ambigua  fibi  mutuo  refpondent. 

CorolJ.  2. 

xai3*  Si  tantum  angulus  lex  ponatur 
integrale  vniuerfum  ita  erit  exprefTum  : 

f-=+fin  <P/*X d a,*cof.(p  -cof.<p/X</*fin.<P 

- fin.  3 Q>fX\dxcoC.  3 <p+cof.  3 QfXdx  fin.  3$ 

• + fin . 5 (f)/X dxcoC.  5 0 -cof  5 (J XXdx fin.  5 (p 

- fin.  7 <p/X  dx  cof.  7 <P  + cof.  7 (p/  X dx  fin.  7(p 

etc. 

quae  formulae  in  infinitum  funt  continuandae. 

VoL  II,  Ooo  CorolL  3. 
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Coro  11.  3. 

jai*.  Si  ponamus  c=*V-i  , habeatur 
haec  aequatio  infinita : , 


v — y _ _d_iy — 
^ i , * 6*  d x* 


J12-  _ 

, ♦ 6*  4 x* 


-2! ,Vr  4-  etc. 

d d X* 


ac  iam  angulum  \bx  vocemus  4*  erit  integralc 
.completum 

\=+e+f  $yiixT^te-*Xi* , 

— X.4x+ Xdx 
c 1 • etc. 


k ‘ Scholion. 

i2i$.  Si  pro  aequatione  Coroll.  1.  'methodo 
fupra  expolita  quaeramus  integralc  particulare  per 
differentialia  ipfius  X expreffum  huneque  in  finem 


^ponanqus  ; 
yzz  AX- 


BJtt  , CWt 
c*dx*  c4dx» 


T)J*X 

c«ii« 


Bd»X 

«•jx* 


etc. 


reperiemus  hos  coefficientium  valores: 

A=  1 i B=i.  5 C=  ^ i D=  n^r.i  E=  TT^tr. ! 

p 565  ?« 

Hicque  valor  fi  ponatur  =V  , vocato  angulo 
» £•*-({>  erit  integrale  completum*. 
‘.3V+Alin.(«+<P)+BCo.(P+30)+C<in(v+S<l)) 

■ j c - Proble- 
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Problema  162.' 

1216.  Propofita  aequatione  differentiali : 

"V— 4,1. *(*-»)  dy  , n'n-i  yu->)'a-i)  d dy  , * d*y  j_ 

,.7«* — 77^71  ^r  -<u?  + etc* 

eius  integrale  completum  inueftigare. 

j 

.Solutio. 

Quantitas  algebra'ca  hinc  formanda:  * 

P—  1 -4-  -h  ^ — -M — » V »- 'J.zz-h  etc. 

t / . , v*  n , . / . V*  j* 

— »( 1 -t-  H“  .1 1 — 

cum  ex  praecedente  nafcatur  fi  ibi  loco  zz  ferita* 

tur  s , lumto  angnlo  % zz  ’ ’ » &&or  quicun,- 

que  erit  aatang  z,  ita  vt  huius  forirae  omnes 
fa&ores  fimplices  fiat  reales-  Htc  ergo  fattorecum 
formula  a-i-z  comparato,  eri*  <*— «atang  ^ , et 
fumto  51—^-^  pofito  z ——*  » erit  integnlis  pars 
ex  hoc  fa&ore  oriunda  ^e-^/e^Xdx.  Quia  vero  P 
euanefcit  pofito  zzz’—  a erit  quoque  at  eft 

differentiando: 

6P  _ _n_ #,  . . Vz \n  1 -( x - ^)n— ) 

rx  — 1 ^ o->  v.  ‘ ' ' 

Quia  igitur  poni  oportet  \ — tang.£,V  — x erit 

»+V=at ^7^  « 

hincque  * 

n aV-i.fin/ii-i.K  »fin(«-i'£ 

a=  ^tang.^V-a*  eof.^-  •„ . . “ zaaCw^co^-1’ 
,i-  j Ooo  a lam 
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Iam  obfcruetur'  efle  fin.ff£  — fin.(2<H-  i i , 

( vbi  lignum  fuperius  vjlet  fi  i numerus  par  , in- 
ferius fi  impar)  tum  vero  cof.»£  — o,  vnde  fit 
fin.(«-i)£:r:  + cof.£ , ex  <iuo  conficitur 
-j-n 

^ 2 au  (in.  ^col.^1- 1 

et  pars  integralis  quaefita  habebitur 

^ g aafin.  ^coCj| — „ „ fasg. « fa«g.  i*. *xdx. 

Nunc  igitur  ipfi  £ fuccefliue  tribuantur  hi  valores 

m . ZK  . Sf  . 7 7T  pf-r 
i j n ^ jH  ^ i n 

quoad  angulum  redum  non  fuperent  , atque  omnes 
iftae  partes  in  vnam  fummam  coi  ledae , dabunt  in- 
tegrale  completum  feu  valorem  ipfius  j. 

« V 

C o r o 1 1.  i. 

1217.  Si  ponamus  n~c*  et  a—ncy  aequatio 
propofita  in  infinitam  excurrit , eritque 

x —y  ■+■  7 rrfe  ■+"  *+■  -+-  etc. 

et  forma  algebraica  inde  nata 

• Pri^i+^+^+etcsS^+Sr-^ 

quae  omnes  fadores  fimplices  habet  reales , et  ob  £ 
infinite  paruum  erit  tang.  £ r=  £ 1 it , indeque 

fadorum  forma  generalis  - 

z+iiiZjJtirnec  feu  1 + e-e- 

CoroIL  a. 
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Coroll.  2. 

1418.  Ponatur  breuitatis  gratia  angulus 
r=  fi  , erit 

atftang.^cr^cf  , tum  vero 
cof.£=i  et  a-°&dzztcc, 
ex  quo  integralis  pars  quaecunque  erit : 
-hilcce-tteexfettcexXdx 
vbi  pro  fi  fuccefliue  omnes  hos  angulos  fcribi  oportet 

* . i_»  . sjr . 7jr  . f i ef£.  ■ • 

« * a ’ • ’ » ’ » 

Coroll.  3. 

1419.  Perinde  hic  eft  fiue  cc  negatiuc  fiue 
pofitiue  capiatur,  hinc  iftius  aequationis  differentialis 
infinitae 

x=M-  ]Tfe+  ,-sfc  + 

integrale  erit 

j=2tbr-"ixfe?tb*Xdx 

loco  fi  fcribendo  fuccefliue  omnes  hos  angulos , am- 
biguitate figni  iam  fublata 


fr  . 

ri  " 


1 ^ ; -+-  - i - — etc. 

1 s 1 1 a a 


vnde  fi  X = o integrale  particulare  quoduis  cfi 
j=zAe-,tbx. 

. . O 0 o 3 - 
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i.  2.  3*  ««  3 a* 


- — * -*■}—  etc. 


Problema  i(5> 

1220.  Propofita  aequatione  differcntiali : 

Y ~ndy  i w' n — lYn—iWy  . nfn— Qn — rX" — "X1» — i 
A — «di*»  j.  ».  ..  j.  j.  ♦.  t 

eius  integrale  completum  inuefligare. 

Solutio. 

» 

Etfi  haec  aequatio  in  dx  dudla  fponte  femcl 
integratur , praeftat  tamen  hanc  formam  retinere , 
vnde  fit 

p »*  l n[n— ijn— <_  yfn—  iYh— -Y»— 3)'b— «)s»  . ... 

<*  ».  3-  i a*  1 i.  2.  3.  4*  5 a*  "•  ‘ 

quae  manifefto  ita  exhiberi  poteft 

, - P=¥((x  + ¥?-(l-ir?) 

cuiug  quidem  ftatira  vnus  fadtor  fe  offert  z;  reliqui 
vero  in  hac  forma  continentur : 

+ -v-r  ■ 

fumto  angulo  » 

feu 

haoc  Tero  forma  abit  io  . . , . 

* 1 : 

2 ( I - cof.  2 Z)  -p  ( 1 -f-cof.  2 £) , !. 

vnde  patet  in  genere  fa&orem  fore  o<?tang.^*+z  , 
quae  etiam  primum  illum  z compl-ftitur  lumtoi.o. 
Hinc  polito  aa tang.£*— a , intcgral.s  pars  huic  fa- 
dori  refpondcns  erit : ' ' ■ - 

o Aie-*xre*xXdx  , , 0 ^ 

fi 
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6 pofito 

2 — — fl«tang.<£*  (eu  tang.^y— i > 

• . . 1 < • f 

capiatur 

It 

coCnZ4-V-i.fin.»£  . v.  cof>£-V-i.fin.»$ 

(l+¥r- 5Ct(,-jpr=-rr-<St5r 

. ' 1 I . • 

quaraobrem  fiet 

fin.w4 


$(-■ 


ncoffn-  i '4 


’ atftaiig.^cof^'1  2«cof.4’,'— ‘ 2 a coi.  4* 

ob  fin.«4  — 0 ct  cof.»^— “h’r  prout  numerus  i 
fuerit  vel  par  vel  impar.  Quocirca  integraiis  para 
quaecunque  ita  erit  exprefia: 

sacoC^1- * . v .} 

-i — e-*xJ  e^Xdx 

exiftente  a=tftftang.4’.  Iam  angulo  4 fuccefliue 
tribuantur  hi  valores  v ■ ‘ 4 

2*;  *5;  L?  etC 

quoad  angulum  re&um  * non  excedant , haeque 
formulae  omnes  cum  fiiis  fignis  in  vnam  fummam 

couiedae  dabunt  Yalorem  completum  pro  y. 

* » ‘ 

C o r o 1 1.  1. 

s 2 2 x.  Prima  igitur  integraiis  pars  nafcitur  ex 
fuigulo  4=0,  vnde  ea  erit  xt  cuiiis 

autem 
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tutem  loco  ob  rationes  fupra  allegatas  circa  fido- 
res  fimplices  , eius  tantum  dimidium  fumi  debet , 
yt  haec  prima  pars  fit  zz^fXdx,  quod  exiam 

inde  patet , quod  polito  z~o  fiat  manifefto 

C o r o 1 1.  2. 

1222.  Idem  tenendum  eflet  de  parte  vltima 
fiquidem  ex  \alore  7 nafcatur,  quod  euenit  fi  n 
fit  numerus  par.  Quia  vero  hoc  cafu  fit  cof.$-o, 
haec  tota  integralis  pars  per  fe  euanefeit. 

C o r o 1 1.  3. 


1223.  Si  eflet  Xro,  quaelibet  pars  inte- 
gralis foret  A * denotante  A quantitatem 

conflantem  arbitrariam  fbretque  adeo  haec  aequatio 

y—  Ar8#  ,an*-  ^ * $ 

integralc  particulare  aequationis , dummodo  capiatur 
angulus 


Scholion. 


1224.  Hinc  pofito  ti—oo  ct  a—nVb  inte- 
grari poteft  haec  aequatio  diflerentialis  in  infinitum 
excurrens : 


T_  — dy  , ddy ..  9y , 

Vt."  1, t ax  ‘ ‘ 1. . • . cW  ■ 


d*y 

. 7 i4d*4 


fete. 


vel 


bpGoogl 
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vdl  etiam  haec  per  vnam  integrationem  ex  ifta  nata 

Vb.fXdx-y+  -2»  J ** p £?‘  + ct' 

l.l...t>dx  ' i 6*JX*  ' • b*dx » crc 

f N 

Cum  enim  fit  angulus  £ rr  infinite  paruus  erit 

cof.£  = x ct  Gtang.£=ro£— tirYb, 
ideoque 


a — aatang.  % — iirnib  , 
habebitur  pars  intcgralis  quaecunquc t 
±^'Vb.r~iimmhmf/immtaXdx 

vnde  parte  prima  ex  i=o  na ta  ad  dimidium  re- 
dudta  ob  rationes  fupra  allegatas  erit  integrale  com- 
pletum 

vd-fXdx-  2 e~1,nixfe7ntixXdx+  2 er*mixfe*vnix^jx 
— 2e—*'rtbxfe*™ixXdx+2e-'6irnbxfe'6™ixXdxttc» 


Exemplum. 

1125.  Sit  n—6  ct  u— i,  xt  integranda 
proponatur  haec  aequatio  t - 


fcu 


/Xdxz=.6j+  ^ *+- 

, V //.  Pp  p 


6 i ii  y 
dx*" 


Valo- 
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Valores  ergo  pro  angulo  £ et  inde  pendentes  funt 
4 = o , 30* , <?o* 
cof^=  1 , t1  » « 

4 = 0)  i I 3 

ex  quibus  colligitur  integrate  quaefitum  : 

y-ifXdx-Z  e~  * Xfe'XXdx++  e~'*fe  '*Xdx 
quod  etiam  aequationi  fatisfacere  tentanti  patebit. 


- 


CAPVT  V. 
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INTEGRATIOXE  AEQVATIO- 

NVM  DIFFERENTI ALIVM  HV1VS  FORMAE 


Kjt*  ’*y 
ax* 


•+-  etc. 


Problema  164. 

PS  2 2 6. 

ropofita  aequatione  diffcrentiali  huius  formae 

B xdy  Qxxddy  V)x'  d*y  N xnd*f 

XrA/+  — + —jj-  + • • • • 4-  -&T 

definire  fundtionem  ipfius  x per  quam  ca  multipli- 
cata. fiat  iutegrabilis. 

Solutio. 

Attendenti  mox  patebit  fimplicem  potedatem 
• fius  x hoc  praedare.  Sit  igitur  iutegrabilis  hacc 
quatio: 

. . C \x~*~'ddy  N x^^d*} 

Xx\dxzAxx}dx+ B*v+-  — , — 

P p p 2 cuiu* 
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cuius  iutegrale  fit  : 


/jb*k= 


tiX 


t /X 


dx' 


Cum  igitur  huius  dififcrentiale  illi  debeat  effe  aequale 
fequentes  naueifcemur  determinationes ; 


Ar(M-i)A'  hinc;  (X+i'A'~A 

B-(X+2)B'+A';  (X-h)(X-K)B'-M-i)B-A 

C-;x+3)0+B'  ; (X+ i\'M-  a/X+3)C*r(X+ 1 )(X.fa  )C-(X+. 1 )B+ A 

Dr(X+4)D4-Cj  vX-p 1 /'(^+2)iM-3)(M-4)D'=(X+- 1 )(X-p.2)(X-|-3)D- 


NdM/ 

integral:s  enim  termini  fequentes , qui  inuoluerent 
difltrcnrentialis  gradum  d'y  altioresque  cuauetcere 
debent  quia  aPoquin  integratio  non  fucceffifllt  Cum 
igitur  in  integrali  littera  N'  euanefeat , peruemmus 
ad  hanc  aequationem  i 

o=A-(X+ 1 )B+VX+ 1 )(X+a)C-(X-i- » XX+a)(X-H3  )D  . . . . 

i (X+i)tX+a) lX-+-»)N 

cx  qua  aequatione  exponens  X poteflatis  quaefitae  xx  de- 
finiri debet.  Formetur  ergo  talis  exprefilo  algebraica : 
P-A-pB^—  i)+C(z—  i)(z—  2)4-D(2t— i \z—2)(z  3)4-.., 

• ••4^«— i){z— a)(«~3) (z—n) 

liuius- 
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huiusque  quaerantur  omnes  factores  fimplices  vt  fit 

P = N(a-j-2)((3+s)(y+2)(J+3)  ctc. 

fctforum  horum  numero  exiftente  zzn.  Iam  ex 
quolibet  faftorc  z 4- a ad  nihilum  redudto  valor 
« — — a,  dabit  poteftatem  xa  per  quam  propofita 
aequatio  multiplicata  integrabitis-  cuadit , ita  vt  eius 
-integrale  fit  futurum 


, B 'xdy 

-'fx*Xdx=A‘y+  + 


Cx'ddy  VxYv  _ 

dx'  +~d7~~+‘"+  dxn~l 


vbi  differeutialium  gradus  vnitate  eft  inferior.  Ita 
autem  haec  aequatio  integrata  , per  propolltam  de- 
terminatur , vt  fit 

A =r(a-+- 1 ) A' 

B — : ( a 4-  2 ) B'4-  A* 

C ~ ( a 4-  3 ) C B*  i . ‘ 

D — ( a-}-  + ) — 1-  Qf 
etc. 

donec  peruematur  ad  vltimum  cocfficientem  N qu* 
vtrobique  eft  idem. 

C o r o 1 1.  r. 


1227.  Quia  aequatio  integrata  fimilis  eft'  ipfi 
propofitae  , ea  per  certam  poteftatem  ipfius  x mul- 
tiplicata denuo  fiet  intestabilis.  Ad  hanc  enim 

Ppp  3 •'  pote* 


% 
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poteftatem  inucniendam  confiderare  oportet  hanc  for- 
mam algebraicam : 

QpAM-B'(z- 1 )-+-C'(z- 1 Xz-aJ-t-D^z- 1 )(*"2  X^-3) . . • 
. . . -t-N(z—  i)(z—  2) (z-»4-i) 

culus  fi  fuerit  fidor  fimplex  quicunque  z-f-jji  erit 
x -|-'A  illa  poteftas  ipfius  x , aequationem  integrabi- 
lem  reddens. 

C o r o 1 1.  2. 

1228.  QuodG  ipfa  aequatio  propofita  per  po- 
teftatem X+*  multiplicata  reddita  fuerit  integrabilis  , 
hic  probe  notari  conuenit  quantitatem  Q ex  inte- 
grata formatam  ita  pendere  a priori  P ex  ip!a  pro- 
pofita formata  vt  fit  Qr=  , quaudoquidem  per 
hypothefin  a-l-z  eft  fodor  ipfius-  P. 

Scholion  1. 

1229.  Ad  hanc  infignem  proprietatem  demon- 
flrandam  quod  fcilicct  fit  P~  (a-f-z)Q,  tantum 
opus  eft  vt  quantitas  Q per  a-f-  z multiplicetur; 
verum  quo  conclufio  clarius  in  oculos  occurrat  pro 
fingulis  terminis  ipfius  Q.  multiplicator  bipartito  eft  re- 
praefentandus,  ac  pro  primo  quidem  termino  loco  a+z 
feribatur  (a+i)  + (s-i)  pro  fecundo  (a+ 2)-f-(z-2) 
pro  tertio  (a  + 3)-p(a:-3)  pro  quarto  (a-b4)+(z-4)  etc. 
ita  vt  cuiusque  termini  produdum  binis  parti- 
bus 
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bus  exhibeatur,  quam  operationem  hic  totam  ap- 
ponam : 

Q,— '(«— i )-+-C\2r—  i ) (s— 2)+D'(j2—  i ) (2—2)  (2—3)  etc. 


Multipl,  a-f- 1 

04-2 

«4-3 

«4-+ 

2—1 

z—  2 j 

2-3 

2-4 

Prod.  (a-f-i)A'+A'(2-i)  +B\2-i)(*-s)  +C‘{z-i)(z-2)(z~3) 

+ia+  2 1 )+(a+ 3 )C'  2 - 1 )(z-  fi  1 )(z—2)(z—  3 ) etc' 

In  folutione  autem  vidimus  efle  : 

(a+iJA'=A  i (B+a)ff+A'=Bj  («+3)C'+B'=C  etc* 
quocirca  hoc  producum  hac  forma  exprimetur 
A+B(2-I  )4-C(2—  X%Z—  2)+D(z- i )(z—  2){z—  3)  etc. 
cui  valor  ipfius  P eft  aequa]»  , ficque  demon- 
llrata  eft  infignis  illa  proprietas  memorata  quod 
fit  Qz= -* — 

Cor  oli.  3. 

tm  t 

/ 

1430.  Quodfi  ergo  valor  ipfius  P in  fadtores 
fimplices  refolutus  ita  repraefentetur : 

P=r  N(a+2)(p4-2)CY+s)(^+z)  etc. 

et  ex  faftore  a -f -%  aequatio  propofita  per  x*  muU 
plicata  integretur  , tum  vero  ex  integrata  fimili 
modo  valor  Q formetur,  erit 

■ Q.=  N(P  + *)(V+*)(*“H*)  etc 


Coroll.  4, 
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Coroll.  4. 

1231.  Aequatio  ergo  integrata,,  pofiquam  ad 
formam  propofitac  fuerit  perdudta  , 't  polito 

x-a-'fxaXdx^Xl 


habeatur 

X'-A';+ 


AAl  4-  y 4.  ctc. 


haec  dcnuo  integrabilis  reddetur  , fi  multiplicetur 
per  quampiam  harum  potcftatum  x&  , xy  , a.'5  etc. 
quae  etiam  iplam  propofitam  integrabilem  roddidiflent. 


Scholion  2. 

r»3-2.  Antequam  continuationem  harum  inte- 
grationum vlterius  profequcir  , conueniet  eum  cafum 
formae  propofitae  generalis  feorfim  euolui  , quo 
prius  aequationis  membrum  X in  nihilum  abit.  Hoc 
enim  cafu  hoc  commodi  vfu  venit , vt  ftatim  fine 
iptegrationibus  repetitis  intcgrale  completum  exhi- 
beri queat,  idque  fimili  modo  quo  fupra  in  Cap.  II- 1 
fum  vfus.  Huic  quidem  cafui  quia  iam  multo  fa- 
cilius tradlari  poteft  , proprium  caput  afiignare  no- 
lui , ne  praecepta  nimis  multiplicari  videantur. 

. ..  ) ■ * t 

Problema  165* 

4 * . 

1233.  Propofita  hac  aequatione'  diflcrentiali 
cuiuscunque  ordinis : 


Cx*  dd 

dx • 


^ "+■ 


P x*  d’  y 

a x’ 


-+-  etc. 


vbi 
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vbi  variabilis  y cum  fuis  differentialibus  nusquam 
p|us  vna  dimenfione , altera  vero  x adeo  nullam 
obtineat , cius  integrale  completum  inucnire. 

Solutio. 

Particulariter  huic  aequationi  fatisfieri  perfpi- 
cicuum  eft , fi  y certae  ipfius  x poteftati  aequetur , 
ponamus  ergo  efie  et  fa&a  fubftitutione  ^ 

cum  vbique  per  x*  diuiftrimus , perueniemus  ad 
hanc  aequationem 

o=A  + p-B-h{x(p.-  i )C  + p.(p.-i)(p.-2)D  + eu’ 

vnde  exponentem  p.  determinari  oportet  Vel  fi 
fecundum  praeceptum  pracc.  Probi,  ex  aequatione 
propofita  hanc  formemus  formulam  algcbraicam : 

Pz=A+B(s-i  )q-C(2:-i )(s-2)+D(e:-i  )(s-2)(s-3 ) etc. 

eamque  in  fa&ores  fimpliccs  refoluamus , vt  fit 
P N ( a z ) ( |3  -f-  2 ) ( y -4-  z ) ( $ -+- z ) e t c. 

euidens  eft  pofito  p.—  z—  1 , primae  aequationi  fa- 
tisficri  fumendo 

p.  ~ — o. — 1 , vel  p.  — — p— 1,  vel  p. rr  — y - 1 etc. 

ita  vt  quisque  fiuftor  fuppeditet  integrale-particularc* 
Cum  igitur  facloruin  numerus  aequetur  gmdui  dif- 
ferentialium  fummo  , hinc  colligetur  integrale  com- 
pletum aequationis  propofitac 

y — Si*-*-  -l- £x-y--i-£)x-s~’  etc.*' 
Vol.  II.  Qq  q vbi 
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vbi  tantum  obferuari  conucnit , fi  fa&orum  illorum 
fimplicium  duo  pluresuc  fuerint  inter  fe  aequales  , 
integralis  formam  fimili  modo  immutari  debere  quo 
fupra  Cap.  II.  fum  vfus.  Scilicet  cum  aequationes 
ibi  tra&atae  ad  praefentem  formam  rcuocentur , fi  ibi 
loco  x feribatur  Ix  , inde  has  regulas  haurimus. 

x)  Si  forma  P fi&orem  habeat  (ct-t-a)* , inde 
xufeitur  pars  integralis 

2)  Si  forma  P fa&orem  habeat  pars  in- 

tegralis inde  orta  eft 

3)  Si  forma  P fa&orem  habeat  (a+s)*  pars  in- 
tegralis inde  orta  erit 

=*-■- ’(3(  + S3/*+<£(/*),-j-  ©(/*)'). 

Si  fadores  occurrant  imaginarii  partes  inde  oriundae 
per  folitam  imaginariorum  redu&ionem  facile  ad 
formam  realem  reuocabuntur  , vti  in  corollariis  do- 
cebo. 

Coroll.  1. 

1234.  Si  forma  P duos  habeat  fa&ores  fim- 
plices  imaginarios  in  formula  //"-f-a/zcof 
contentos,  hac  cum  produtto  (a-f-a)(|3-f-z)  com- 
parata erit 

az:/(cof.0+V—x.fin.0)  et  (3-/(cof.0  — V—  i.fin.  0) 

■vnde 
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rnde  fit 

a — y-— -jccJJ  y— /V — i .Jm.j  — V — i .fJinMx^ 

Eft  vero 

r“y~'  — cof.a  — V—  i.fin.w  , 
jdeoqiie  habetur 

— « — i y—fcoj.t^cof.  'ffln.i  1 x ) — V - -.fln.  (fjin.i  1 x 

Quare  cum  x~^~'  fimili  modo  exprimatur  mutato 
figno  ipfius  V-i  , ex  factore  duplici  ff-\-zfzco{.Q+zz 
haec  nafeitur  pars  intcgralis : 

x-rfooj+-  > ( 9(  cof  ( j fi  n . 6 1 x ) - 1-  23  fi  u . ( /fi  u . 0 Ix ) ) 
quae  etiam  ita  poteft  repraefentari 
SI x~fc°54~'  cof.  ( n +/  fin.  0 /* ) , 
denotante  a angulum  conflantem  arbitrarium. 

C o r o 1 1.  2. 

1235.  Simili  modo  G forma  F duos  huiu3-' 
modi  fa&orcs  aequales  inuoluat  , yt  fit 

{a-+-s),((3+2),=(//4-2/scof.0-+-S2)* , 

litterae  at  et  p , eosdem  quos  ante  fortientur  va- 
lores  imaginarios  ex  quorum  redu&ione  colligitur 
haec  pars  intcgralis  inde  oriunda  : 

'(Slcof.!  «4-/Tini/x)4-^/r.cof(6+/fiu  • W*)) 
quatuor  conflantes  arbitrarias  SI , 33  , 0 et  b con- 
tinens. 

Qq  q 1 Coroll.  3- 
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C o r o 1 1.  2, 

12  3$.  Hinc  ergo  euidens  ed  , quomodo  ex 
favoribus  formae  P,  fiue  fint  fimplccs  fiue  dupli- 
ces ; fiue  inaequales  fiue  aequales  fingulas  integralis 
partes  aflignari  itideque  totum  integrale  completum 
formari  conueniat. 

S c h o 1 i o n. 

r 

T237.  Totum  ergo  negotium  hnc  redit,  vt 
quantitas  algebraica  ex  aequatione  diff.rentiali  formata: 

P=A.  d-B(2- 1 )+C[z- 1 )(s-  a)+D(2- 1 )( e-  2 )[z- 3 ) + etc. 

in  fu  os  fadtores  reales  vel  fimplices  vel  duplices  re- 
foluetur  in  quo  plerumque  maxima  difficultas  ver- 
fatur , quoniam  huiusmodi  formae  minus  tra&ari 
funt  folitae.  Cum  vero  hacc  refolutio  ifti  aequa- 
tioni cum  generali,  quam  hoc  capite  euoluere  fufeepi 
cll  communis  , quicquid  hic  praedare  licuerit  potius 
in  aequatione  generali  oftendi  conucnict  ad  quam 
refoluendam  propterea  reuertor.  Id  tantum  hic  ob- 
feruafic  nccefle  duco  , quod  fi  pro  aequatione  gene- 
rali 

X = Ay-+-  * + £*2L-£2  + + etc. 


vndecunque  innotuerit  integrale  particulare  puta 
y~  V exiftente  V certa  fundtione  ipfius  x , tum 
pofito  y — V4-0  perueniri  ad  hanc  aequationem  : 


O — Am_l_BxdD  _[_C  xxddv 

ai  ‘ S*1  ■ d** 


-i-  etc. 


cuius 
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cuius  integrale  completum  per  praecepta  huius  pro- 
blematis iiniermim  fi  loco  v fcribatur  , habebitur  in- 
tegrale  completum  illius  aequationis,  quo  pado  certe 
infigne  calculi  compendium  obtinetur. 


Problema  1 66. 

1238.  Propofita  aequatione  difFerentiali  gradus 
cuiuscunque  n huius  formae  : 


X — Aj-j- 


V>xdy  Cx'ddy 


dx 


H- 


dx 


~ -+■ 


N xnany 
dx'~~ 


eius  integrale  per  integrationem  n vicibus  repetitam 
inuenire. 

Solutio. 


Ex  hac  aequatione  formetur  haec  quantitas 
algcbraica 

Pz:A+B(2-i)+C(s-iXs-2)  4-....+N(2-i)(2-2)....(s-h) 

cuius  quaerantur  omnes  faflores  fimptices  nullo  ha- 
bito rcfpedu  fiue  fint  reales  fiue  imaginarii , vt  ca 
hoc  modo  exprimatur: 

P = N(a-l-2)((3-4-2)(Y+5;) (il+z)(v+z) 

fadorum  numero  exiftentc  ~ n.  Quo  fado,  initio 
liuius  capitis  vidimus  quemlibet  fadorem  puta  a-q-3 
praebere  poteflaten  xa , per  quam  noftra  aequatio 
fiat  integrabilis , atque  adeo  oftendimus , integrale 
inde  ortum  , fi  compendii  gratia  ponamus 

x*X  dx^X/ 

Qq  q 3 
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fore 

X'r:A  'y+ 


B ‘xdy  Cxddy 

dx  ■+*  .v*  4 


N xr-  d"-'  y 
dx*~l 


ira  vt  fit  A/~  , cetcrique  coefficientes  ita  fc 

habeant  vti  ibidem  docuimus , hic  autem  fufficiet  ad 
primum  potillimum  refpexiffe.  Abfoluta  iam  prima 
integratione  fi  eadem  lege  ex  aequatione  femcl  inte- 
grata formemus  quantitatem  ; 

cuius  refolutio  in  fa&ores  iam  ex  prima  forma  P 
confiat  poftquam  §.  1229.  demonftraui  efle 

P/~N(|34-2!)(y+2:)(^+2:) (h-+j:)(v+s) 

ita  vt  fit  P Hinc  ergo  fimili  modo  faftor 
(3-4 -z  fuppeditabit  multiplicatorem  quo  haec  ae- 
quatio integrabilis  redditur  , ac  pofito 

x-?-' /X^X1  d x~X" 

Tt  fit 


X"~  dxfx*Xdx 

intcgrale  erit 

B "xdy  0'x'ddy 

X"rA";+  — rr  4- 


dx 


dx' 


•H- 


Nxn''d'~y 

dx*~ 


exifiente  hic  A"  = ^ Quod  fi  hoc 

modo  tot  integrationes  luccefliue  abfoluantnr  , quot 
vnitates  continentur  in  indice  n , ficque  omnes  fa- 
vores fimplices  formae  P in  vfum  vocentur,  tandem 

ad 
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ad  hanc  peruenietur  aequationem:  Xfl|)-=  A'"^,  quae 
eft  ipfa  integratis  defiderata.  Cum  autem  hic  futu- 
rum fit 

A(«)—  * — 

(<x-H*  Mp*+"  ')(>“♦"  O (»-*-•) 

euideus  eft  denominatorem  nafei  ex  forma  ^ fi  loco  z 
feribatur  vnitas ; tum  autem  fumto  z — i , prima  ‘ 
forma  manifefto  dat  PnA,  ita  vt  denominator  ifte 
fiat  ideoque  A(,l)rrN  , quod  etiam  inde  patet, 
quod  omnium  aequationum  vltimi  termini  habeant 
eundem  coefficientem  N , quo  ergo  in  poftrema  in- 
tegrati ipfe  primus  terminus  y debet  efle  afFe&us. 
Deinde  vero  eft 

X(R) = dxfxT*-'dx / dxfx*  X dx 

•vbi  cum  numeri  a , (3  , y etc.  vtcunque  inter  fe 
permutari  poffunt , integrate  quaefitum  etiam  hoc 
modo  repraefentari  poteft: 

Hy-x~^'Jxr^1  dxjx?-11-'  dx fx^'  dxfx'Xdx> 


Coroll.  i. 

. 1239.  Totum  ergo  negotium  huc  redit,  vt 
forma  algcbraica 

P^A+Btz-il+C^-iXa-aJ+Dfa-iXe-sXar-aJetc. 
in  fuos  fa&ores  fimplices  refoluatur  , quibus  iuuen- 
tis  vt  fit 

P=N(a-i-c)(p4-2)(V'+-s)---- 

hinc 
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hinc  integrale  quaefitum  facile  exhibetur , et  quidem 
pro  fidorum  varia  permutatione  pluribus  modis  , 
qui  autem  omnes  eundem  valorcm  exprimunt , vti 
cx  fequentibus  clarius  patebit. 

C o r o 1 1.  2. 

1240.  Cum  haec  forma  integralis  inuenta  tot 
inuoluat  integrationes , quoti  gradus  fuerit  aequatio 
differentialis  propofita  , totidem  quoque  conflantes 
arbitrariae  ingerentur  , quemadmodum  indoles  inte- 
grationis completae  poftulat. 

Scholion. 

1241.  Quoniam  integrale  inuentum  pluribus 
integrationibus  eft  inuolutum  , ad  vium  ficiliorcin 
conueniet  hanc  formam  in  partes  refolui  , quae  lin- 
gulae vnicum  tantum  fignum  integrale  contineant. 
Hanc  autem  refolutionem  fimili  modo  inflitucre 
licet,  quo  fupra  fumus  vfi  , atque  hic  quidem  to- 
tum negotium  ad  huiusraodi  formulam  reuocatur 

J xm  n—  ldxfx*Xdx  , 

quae  manifefto  ita  reducitur  , vt  fit 

-J-ar— 7 \*Xdx-  ~±~fxnXdx 

vbi  tamen  obferuandum  eft  fi  fuerit  m~  n peculiari 
redudione  opus  efle  , hocque  cafu  fore : 

/ *£[x'  X dx = Ix.fx'  Xdx  -fxn  Xdx  Ix. 

- .i  Hac 
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Hac  ergo  regula  vtemur  in  refolutione  fcquentium 
problematum  , quibus  fuccefliuc  omnes  gradus  diffe- 
rentialium  percurramus , praetermiffo  quidem  gradu 
primo,  cum  aequationis 

ob 

4 X * . . _ . 

P=A+N(t-i)=N(a+t) 

, • ' t ’ •«  , . # . , 

integrale  fit  - 

Npr-«-’/^Xyx 

quod  nulla  redudione  indiget. 

Problema 

i a42.  Propofita  hac  aequatione.  differentia!’’ 
fecundi  gradus : 

eius  integrale  per  formulas,  intcgrales  fimplices 
euolucre. 

Solutio. 

Cum  fit  , 

P=X-+-B(s—  i )4-  N(«—  i )(~—  2) 

fia  tuatur 

Pz:N(a  + s)((3  + j:) 

eritque  integrale  per  methodum  praecedentem  in- 
ventum N;—  X"  exifiente  ' i 

d*fx«X<tx  , V-  - - : - , 

ir-Vol.  II.  Rrr  * quae 
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quae  forma  euoluitur  in  hanc 
jj-xP—fxryidx  - , 
ficque  erit 

Nj= 

Hinc  autem  cafum  excipi  oportet,  quo  (3 — a,  tum 
enim  fit 

jtr*-''X.//z=.f~fxaXdxz=:lxfxeLXdx-fxeiXdxlx 

pro  hoc  igitur  cafu  habebimus: 

N yzzx-*~'f^fxaXdx  feu' 

N j—xrt-^IxfX^Xdx—fifXdxlx) 
fbi  quidem  prior  forma  praeferenda  videtur. 


Coroll.  1. 


1243.  Si  ambo  faftorcs  fimplices  fint 
narii , ponatur 

eritque 

a=/(cof $4-V  — i.fin.0)  et 
p=/(cof  0-V-i.fin.0) ' 
indeque 

p— ct— - nfY  — i.fin.  0. 


imagi- 


Tum 
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Tum  vero 

** n 1 ( cof. ( /Ti n . 0.  /.r)4-V -x.fin.  (/fiu.0./a:))  et 
xra~x~*ctI‘\co(.(ffin;9.1x)-V-i.(\i\.(  f&n.Q.lx) 

quae  formulae  mutato  figtio  ipfius  V-i  ad  et  aH* 
transferuntur. 

C o r o 1 1.  • 2. 

1144.  Ponatur  breuitatis  gratia  angulus 
/ fin.  0. 1 x — (£> 
et  fa&a  fubftitutione  habebimus: 

af*»/*(cf.<b-V- 1 .fi  .<J>)  /3c«»X&(cf.<|3+y- 1 .fi  .0) 

NV= -,/K-lin.e 

* f<P+ V - 1 . fi  .(£>)  f^*Xdx{ct.<^ - V- 1 .fi . <£) 

z/V—  i.fin.0 

vbi  partes  imaginariae  fe  fponte  deftruunt  fietque 

0 (fin'  ^-cof-^^X^-fin^}. 

C o r o 1 1.  3. 

1245.  Forma  ergo  hacc  realis  modo  inuenta 
aequiualet  illi  imaginaria  implicanti 

fi  fuerit  t 

(a-+-z)(p-\-z)—ff'-\r-2fzc6(.l)-\-zz  , 

R r r a pona- 


L 
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Eft  vero 

— * H > — a.)  { * — ,51  !>'—  p”)  P*  — y lui  — >") 

quod  quemadmodum  cum  per  (e  liquet,  tum  vtro  ex 
Thcoremat.  §.  1169  demnnftrjto  perfpicitur.  Quo- 
circa integrale  quaeiitum  ka  obtinetur  exprcfTum  : 

i N _ X~afx*Xdx  x~^Xdx  x~ylxyXdx 

v ~ (>«X  v-«) + <«-(3;;r'P7 + ST,  Fr>' 


Coro  11.  1. 


1247*  Si  forma  P duos  habeat  fiuftores  aequa- 
les , vt  fit  (3  — a , quia  tum  cft 

X"  zr —fx^Xdx  erit 


,V-a 


*7*"  dx=  ^ /7/^  X dx-  ^ r xy~~*~,dx/x*Xdx 

at  fxy-a~'  dxfxaXdx~X—J^X  dx - ^ fx*Xdx 
vnde  colligitur : 

N«=Ti  r^/x-Xdx-  ^.fx'XJx+  —jfxyxir. 
Coroll.  £. 


1248.  Similis  forma  oritur,  fi  fumatur  yr(3, 
tum  enim  fit: 

• x^~*  fxPXdx 

^x‘d^^^xix->Wit?+^r‘if^xdx 

R r r 3 ideo- 
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ideoque 

N xy~l‘-;r>?-X.Jx- 


x-Hx^Xdx 

(p-a)‘ 


+ 


x~°fx*Xdx 


Coro  II.  3. 

1249.  Quodli  autem  omnes  tres  favores  inter 
fe  fuerint  aequales  a.—@  — y erit 

fxyXudx  =fi£f*£fxaX  dx 
•deoque  hoc  cafu  integrale  ita  fuccin&e  exprimitur : 
N xy~  X-*fi£f  d^fxaXdx. 


Coro  11.  4. 

1250.  Si  duo  fa&ores  fint  imaginarii  (cilicet1 
(a  + x:)(P-i-s)  — //-+- 2 fzcof.Q-\-zz  ob 
«=/(cof.0-+-y-i.fin.6)  et  p— /(cof. O-V-i.fin.O) 

poftremum  quidem  noftri  integralis  membrum  ma- 
net rcale  ob 

(a-  Y )( P"  V ) = V V-  2 y/cof.0  -*-//, 
at  bina  priora  fient  pofito  <p— /fin.fl  Ix 

i , fi  n.(fr ) fxW}Xdx(<:oC.&+  V- 1 .fi  „ .0) 
— 2/y-i.fin.0(Y-/^col'i+y-i.fin.$;J 
4- x-^cof.Q+y- 1 ,fin.(p) A^X^-fcof.^-V-  i.fin  <$\ 
(^K-j.fia^Y-yicofi-y-  x .fin.fi;; 

quae 
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quae  reducuntur  ad  hanc  formam  realem 

fiia.  0 v* y y ~ 2 v/coC  6-hff) 

Scholion. 

1251  Quod  ad  fidiores  imaginarios  attinet, 
integralium  inde  natorum  redu&io  facilius  in  genere 
inflituetur  , vnde  in  his  difFerentialium  gradibus  de- 
terminatis, ei  non  amplius  immorabor.  Fadlorcs  au- 
tem aequales  hic  data  opera  pro  fingulis  gradibus 
accuratius  perfequi  eft  vifum  , quia  fupra  nimis  cito 
ad  euolutionem  generalem  properanti  in  infignem  er- 
rorem illabi  contigit,  quem  ftatim  feliciter  euitafltm; 
fi  eadem  methodo  ibi  effem  vius.  Huiusmodi  autem 
Titium  circa  fadtores  imaginarios  hic  non  eft  per- 
timefeendum  , cum  in  hoc  negotio  nihil  fub  fpecie 
infinite  parui  negligendum  occurrat.  Ex  hoc  autem 
fonte  errores  illi  , quos  fupra  commifi  funt  nati  , 
quod  Titium  fubtile  quo  clarius  ob  oculos  ponatur , 
Tna  cum  necefaria  emendatione  hic  euoluam.  Quae- 
ftio  fcilicet  pro  cafu  praefenti  huc  redit , Tt  valor 
harum  duarum  formularum 

a * rx*Xdx  A~p  fx*  X(f  x 

(p-a)(v-«)  (*-P)(Y-p) 

definiatur  cafu  quo  p— a.,  et  ambo  membra  in  in- 
finitum excrefcent ; hunc  in  finem  pono  p-a  + 01 
exiftente  u particula  euancfccnte  et  cum  fit 

+« Ix) , 

hinc- 
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hincque 

x~^=zx~a(  t — ulx), 
habebimus : 

x~afxa  X dx  x~* ( i —iti/x)  fx? Xdx(x-\-ialx 
w(y  — tt)  u[y  — (3) 

Quia  nunc  eft 

t 1 » < W , - • 

•y  — a > — 13  -t-  u ' 7—15  ( 7 — P ? ’ . . < 

prius  membrum  induit  hanc  formam 
x~a  fx*  X d x x~*(x*Xdx 

“1  y ~ P ) ~ ( y - P f 

pofterius  vero  euolutum  iftam 

- x~a/xa Xdx  x~alxfxaX dx— x-*fxAXdx  Ix 

lw(y-P)  Y~P 

ficque  valor  quaefitus  cafu  (3  ~a  concluditu’ 
x g ( Ixfx* X dx-fx* Xdxl x ) ■ \~afxaXd\ 
y-a  (Y-aJ* 

.i"-“  dx  x~* 

J-  fxaXdx-  r,fx*Xdx 

y — a'  x J [y-a)  ' 

cuius  formulae  pofterius  membrum,  quod  in  vitiofa 
illa  methodo  erat  omiffiim  , inde  refultat  , quod  ad 
diferimen  hic  inter  expreftiones  y — a et  y — |3  re- 
fpeximus , quam  neceflariam  cautionem  fupra  ne- 
gleximus. 

. . . ' Problema 
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Problema  169. 

12  J2.  Propofita  hac  aequatione  diflfesentiali 
quarti  gradus: 

V — A .<  _i_  tx  dy  1 C xx  d dy  t I)  x*  d’  y , H x*  d*y 

A — A y-i-  4-  — — h -j*r% 

eius  integrale  per  formulas  integrales  fimplices  euol- 
vere. 

Solutio. 

Formata  hinc  expreflione  algebraica : 

P—  A -f-  B (2:— 1 )-+-C(z—  j ) (z—  a)+D^z— 1 ) (z— 2)  (z— 3 ) 
-+-N(z— 1 )(z— 2)(«— 3)(«— 4) 

ftatuatur 

P— N (a4-z)((34-z)(v-4-z)((5'  4-z) 
et  per  praecepta  generalia  eft 

N/crXIvr  exiftente  X,vrr  xr*~' J X>1' x? d x 

fiquidem  X"'  ex  tribus  prioribus  faftoribus  determi- 
netur , quemadmodum  in  problemate  praecedente  eft 
fadtum.  Valorem  fcilicet  ibi  pro  Nay'  inuentum 
hic  per  jf~'dx  multiplicari  oportet,  vnde  oritur 

WJx-ju  fSXJx 

‘ (p-a);v-«)'a-«) 

x*-*fx?Xdx  fx*Xdx 

■ + (a-|3)(y-fi)(i-fl)  (a-(3)Y-(3.(i.(3) 

\£~y  fxyXdx  fx*  X dx 

+ (a-yXP-v  (*-v)~  («-vXP-rX^v) 

Vol  II,  Sss  vbl 
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ybi  ob  rationes  fupra  demonftratas  tres  poftremi  ter- 

fx*Xdx 

mini^coalefcunt  in  4-  ’ lU  n 

fit  integrale  quaefitum 

x-*fx*Xdx x-*f&Xdx 

(P-cc)(V“ a)  (a-P)(V“PH5-P) 

x-Vfx^Xdx  x~*fxsXdx 

+ XP-yH^-y)  + 1«-*KP-*.'Iya*) 

fiquidem  omnes  ftdores  fint  inter  fe  inaequales. 
Cafus  autem  quibus  duo  pluresue  funt  aequales  in 
corollariis  explorabimus. 

Cor oll.  i. 

1253.  Si  fuerint  duo  fadores  aequales  nempe 
J— y (eta  fi  fit 

p = N ( ot  4-  z ) ( (3  -l-  z ) ( y 4-  * )* 

ex  eadem  fbrma  pro  Xni  ante  inuenta  oritur  inte- 
grale : 

_ x * fx* Xdx  x~yfxy  X d x 

Xy~~  ((3— a)(y  — «)*  ((3  - y — « )* 

x-Vf^Xdx  xryfxyXdx 

^ (a-(3)(y-(3)‘  ™ l«-p)(y-p/ 
x-yfd^fxy  Xdx 
***  (a-y>(p-Y) 

rbi 
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vbi  membra  negatiua  ita  repraefentari  poflunt 
(a-p)  \y-af~  (y-p7^ 

C o r o 1 1.  2. 

1254..  Si  fuerint  tres  fa&ores  aequales  vt  fit 

P=Nf<x4-2)(p  + 2}*  , 

ideoque  Jry- p ex  formula  §.  1248.  inuenta 
colligitur  integralc 

X~Tx*Xdx  x-Zfx^Xdx  X~^l~f^Xdx 

= ■ ifiZiy f-tt  ‘ “ ~Tfcr~ 

x-?fi*J*£f)PXdx 
+ - 

Coro]].  5. 

1255.  Si  omnes  quatuor  /a&ores  fuerint  ae 
quales , vt  fit 

P — N(a-f-s)*  «cille  tu  e £ — vrr  p=a 

ex  forma  pro  tribus  aequalibus  §.  1249,  inuenta  fit 
intcgrale 

X~*f  *£]*£(  4*/jt*  Xdx. 

Co  f o I !. 

JS5&  Si  habeatur  p^itt  <t  iiry  , vt  bini 
fa&ores  fint  aequales  fcilicet  a :+z)*Xy *+-*)’ 

ex  §.  124.7.  "vbi  faftores  erant  (a-t-a)’(. y-4-*0 

S s s 2 colli - 
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colligitur  integrale:  . 

V#x* 

- ^Z)'^xdxJr  ^raJ^XJx+^-fT^x 
quae  ob 

fxy  “ ' dxf^Xdx-^-Jx^Xdx-  T^rJxyX dx 
contrahitur  in  hanc  formam  : 

N*'=  U7=^x‘Xix  + (£$&*** 


Problema  i/o. 

12  57-  Propofita  .hac  aequatione  differentiali 
quinti  gradus 

X ~ A v -t-  E*^  -4-  c*,J4y  _i_  P»»rf*y  _j_  E*«d«y  . Nx’j*y 

J 4x.~  di»  ~ di»  “ fla*  ' ~di» 

eius  integrale  per  formulas  integrales  fimplices  euol- . 
vere. 

Solutio. 

Cum  hic  fit  quantitas  algebraica  formanda : 

P*-A+ )+C(«- 1 )(s-a)  +••••+  N(«- 1 ){z-  2 X~~  3 )(s~4  Xz-  5 ) 

....  ftatua- 
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ftatuatur 

. P—  N(cl-\-z)(@-+-  z)(y-+-z)[$-\-z)(e-i-z) 
ac  fi  hi  fa&ores  omnes  fint  inter  fc  inaequales  ex 
integrali  praecedente  nouam  inftituendo  integratio- 
nem prodibit  integrale  quaefitum  : 

M xr^lifiXdx  - X~^fjfiXdx 

+ l«-P)(Y-|3Xi-PX<-'pT 

' x~yfxyXdx  ■ x-*f\sXdx 

* +(*-y)((3-yX<J-Y)>-Y)  + (a-«JX(3-«JXY-f’(£-J) 

x^Xdx 

+ (a-Olp-sXY-eX^-O 

cafus  quo  duo  plurcsuc  fidiores  funt  aequales  in  Coroll. 
euoluemus. 

Coroll.  I. 

1258.  Si  fuerint  duo  fadlores  aequales  \t  fit 
Piz:N(a-+-c'(P4-c)(Y-l-3)(^'+-2;)’  i deoque 
ex  praecedente  problemate  colligitur  integrale 
X~afxa  X dx-x-Sfx*  X dx 

N^=+7F^^o(^r 

x-PfxPXdx -x~srxsXdx 

+ («-PHY-PM-pr” 

ar-^^X  dx  - x~*fx 5 X dx 

+ (*- Y)ip-Y)l*-Y)* 

» , Xdx 

S 6 S 3 
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Coroll.  2. 

1159.  Si  fuerint  rres  fa&ores  aequales,  vt  fit 


prr N(a-h^)((3•4-2)(v^-2),  ideoque  e—S  — y 
ex  Coroll.  t.  probi,  praeced.  colligitur: 


x~^fxaXdx-X~yfxyXdx  . 

x~yf4£  fxyXdx 

NX/"  ((3-«)(Y-«)J 

x-Pftfi  X dx  -xr~yfxyXdx 

x^fis  rx-<  Xdx  . 

'(«— fiXv-P)' 

l«-PXY“(3/ 

ir-y  r‘-f  fi?  jx1  x ix 

(*-V)(P- Y) 

Coroll.  5. 

ia5o.  Si  quatuor  fattores  fint  aequales,  \t  fit 
PmN(eH-V(f3+s)4  *d«oqoe  e~S-yzip  erit  per  ( 1 254.) 
x~*rxaXdx  jr*rx*Xdx  x~^ld~f  jfiXdx 

N*'=7F“/  " (P-*/  . 

x-fifisfL*  fjfi  xdx  jr*fi£r*ifi£fx*Xdx 

U3_a/  . + ^ITp 

ac  fi  omnes  qunque  fint  inter  fc  aequales  feu 
P - N ( « + 2 )' 
erit  integrale 

N xy  - x — fdi  Xdx. 

Coroll.  4. 


Digitized  by  Google 


C A P V T V. 


Jn 


+ 


Coroll.  4. 

1261.  Si  P habeat  duos  faftorcs  quadratos, 

vt  fit 

P-  N(a-f-s)(  y + z)*  ideoque  $ -y  et  e~(3 

erit  ex  §•  1253.  integrale  redudtione  necefiaria  fj&a 
_ x~a!\AXdx-x~^  fx^Xdx  x~y  x yXdx+X~^  x?Xdx 

lp-a/(y^a7  “ (p-a;  a-Y)'(j3-y) 

X~*rH  fx9  X(/x  X~yfxyXdx+x-t,\t x.d.x 

la-fttY-p)’  (a-p)p-y/ 

x~y /i*  fxy  Xdx  x~yrxyXdx-\-x-^fx&X dx 

+ ia-yJ.p-Y)'-"  («fYXP-Y)* 

quae  porro  redigitur  ad  hanc  formam 

x~~a,xotXdx  x-tfifr&Xdx  X-VfiPXdx  _ iX^J^Xdx 

iP-a7iY-*)r  + (a-(3)  y-$T  ~ (a-p)*(Y-P)‘  («-PXv-tf1 

x—yfd-±rxyXdx  x~yfxyXdx 2 x~y/xyXdx 

+ ~~  wKW  'yF 

% ^ • 

Coroll.  5. 

1262.  Si  P habeat  et  fadorem  quadratum  et 

cubicum  vt  fit  ' _ *■  _ ^ 

P = N(a+z)’(Y  + 2)'»  ideoque  p — * et  s-5  — V 
ex  §.  1254.  colligitur  integrale: 

*-«  fi3  fx* X dx  _ 3^V  tttX  dx 
NA7=: r-X_~ y \y-OL) 

tr^ftlxTUx  vr^Xix 


+ — 


&-y)' 


(.ct-y) 


{a-y)' 
Scholion. 


» 
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Scholion. 

' 1253.  Ex  his  formulis  parum  conflat,  quem- 

admodum eas  vlterius  pro  maiori  fidorum  numero 
continuari  oporteat,  fi  quidem  fidorum  aliquot  inter 
fe  fuerint  aequales ; integralium  enim  partes  , quae 
fadoribus  inaequalibus  refpondcnt  , legem  feruant 
manifeflam.  Quae  autem  partibus  aequalibus  relpon- 
dent , adhibita  certa  redudione  commodius  exprimi 
poffunt.  Veluti  pro  cafu  Coroll.  1.  fi  breuitatis 
gratia  ponatur  a—$—p , — et  y—S  — r 

forma  x~sfx?  X dx  duda  cfl  in  : 


N#r 


(P  — « )(  r — p)pp  (p  — q)(q  — r)qq  (r  — p)(q  — rjrr 

fe u (1-r)qqrr-t-(r-p)pprr  + (p  — q)ppqg 
(p-*q)(q  — r )(>  — p ) p p qqrr 

cuius  fradionis  numerator  eft 

-(p-9)(9~r){r-p)(pq+pr-t-qr) 
ita  vt  haec  fradio  reducatur  ad  iftam 

P_r-qr  _ _t__  /,  . 1 . 1 \ ’ 

ppqqrr  pqr  Vf>  1 q 1 r/ 

Quando  ergo  efl 
integrale  ita  fe  habet: 

X~*fx*Xdx  | x ~^fx^Xdx  ( x ~~yfxyXdx 

+ + C®-Y)(8-yX^-Y )’ 


x-tf^fx*  X dx 


~*f\*Xdx 


(7-x  + 


S-<J  + y-$ 

Pro 


c 
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Pro  cafu  autem  ?^N(z+z)(%+zXy+zY  habebitur 

KT X~*fx*Xdx  xr^f^Xdx 

ISxyz^  _-x*  + 


+ 


(e-aXv-aJ^^ta-eXy-^* 
x-Yjf^xdx  x-y^wxsx  t i 
(a-y^S-y)  ""  U-y)(e-y)  a~Y  + ^~Y 
• ii  iij  x~-y/xyXdx , X 1 I 

+(«-yX^-y)(  C«-yP  + C«-y;,e-y) + (e-y/^ 

Tum  vero  pro  cafu  P~N(a4*;)(l?+*)*  fit 

m,— , *-*/£/•£ f^tfxdx 

(^-«r”7-  •'  ce— e . r^~  ■ 

__  xr^r^r^fJxdx  'x  \ 'x*in[&xdx  x-^xdx  x 

a — § a — 6"^"  a — g (a— §/  a— ■§  (a— 6}  * 


At  pro  cafu  P—  (a+5;)(§-f-z),(y+*)*  integralc 
ita  te  habet 

KT  x~*fx*xdx  f x~?f~fx^Xdx  x-Pfx^Xdx  x 2 ' 
^^e-a/ty-a/  + ' (a_g)  ^_g/  (a_g)(^Ig7^_g  + Y_g) 

, x-J^fxyXdx  x~yfxyXdx  , x t _2_^  ' 
+ (a— y)(§— y)*  (a-y)  g-yP«-y  + 6-y'’ 

Denique  pro  cafu  P=N  (a-fsjJ^y-t-s/  eft 

„ x~*f^fxaXdx  x-afxaXdx  3 

— 4^-—, 7-  — i—'  — ; 

(y-a)  (y-a)  y-« 


, x-yfd-£  l^fxyXdx  x-yf*-ZfxyXdx  2 x~yfxyXdx  3 
f (a— y/  («ry/.r  ft-y  "fe  (a-y/  (a-y/ 

Ta/.  //.  Ttt  vnde 
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vnde  indoles  harum  formularum  iam  magis  fit  per- 
fpicua  , fimulque  patet  partem  integralis  ex  aliquot 
fa&oribus  oriundam  non  pendere  ab  aequalitate  reli- 
quorum. Quocirca  iam  problema  generale  aggredi 

licebit. 

i - ' v Problema  171.  • 

i 464-.  Propofita  aequatione  differenitiali  cuius- 
cunque gradus  huius  formae:.  , 

B xdy  C.vddy  D xd'y  . tKW 
XzA*+-dT+~l?~+  dx'  +“-+  dxT 

ex  qua  forma  algebraica  hac  lege  formata  ( 

. Pr  A+B(z- 1 )+C(z- 1 )(z-  2 )+D(z  - 1 \s-  2)  (z - 3)  ■ + . • . 

...+NC2-1XZ-2) •(«—») 

- omnes  fa&ores  habeat  inter  fe  inaequales  ; valorem 
ipfius  y completum  per  formulas  integrales  fimpli- 
ces  exhibere. 

Solutio. 

i Sint  primo  formae  P omnes  fa&ores  fimplices 

fCtll^S  * 

P=:N(a+s)((3-f-2)(  y-!-*) (•'-H2) 

fadtorum  numero  exiftente  zz:n , et  ex  antecedenti- 
bus patet  ex  quolibet  fattore  nafei  integralis  partem. 
Ad  has  partes  inueniendas  , eliciantur  lequentes  \a- 
lores : 

1)  polito  z — -a  fit  % = feu  % = £ 

2)  polito  zr=— (3  fit  ftzzp—  feu  23=£| 

3)  polito  *=- y flt  feu 

1..  f etc.  Cum 
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Cum  igitur  fit 

(f3-a)(Y-a)(*-«) (y— a)=g  , 

littera  N ex  fuperioribus  formis  per  diuifioncm  tol- 
letur , fietque  integrale  quaefitum  : 

xy — -J,  x^fx*  Xdx+'v  Xdx+’f  xTyfxy  Xdx+  etc. 

quoad  finguli  fadores  fuerint  exhaufti. 

Quodfi  iam  forma  P fadores  habeat  imagina-» 
rios,  partium  inde  ortarum  imaginariarum  ad  reali- 
tatem  reduftio  fequenti  modo  inftituetur.  Quoniam 
bini  fadores  fimplices  imaginarii  praebent  fadorem 
duplicem  realem  , ponamus 

( a -+-  z ) ( f3  * ) =//-+•  »/*  cof.  0 -f-  z z 

ita  vt  fit 

a— /(cofJ-f-V  — i.fin.0)  et  (3n/(cof  d-V-i.fin.0) 

Ynde  primum  valores  literarum  9(  et  definian- 
tur , quarum  cum  vtraque  deriuetur  ex  forma 
illa  pofito  z~—a  haec  vero  pofito  s— — j 3;  in 
ipfa  forma  j|  loco  z vbique  feribatur 

— f(  cof  ) + V-  i.fin.(), 
prodeatque  -i-  CI  V — 1 j ac  perfpicuum  eft  fore 

1 et  %>  — y-  QV-  1 , 

«...  .1.  * ..1. 

vbi  notandum  eft  , quantitates  et  & efle  reales. 
Deinde  cum  fit 

xm+n1-i  — xrnen1-i.U:—xm (co£(nIX)  + V - I.fin.(«/v)) 

T 1 1 a fi 
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fi  breuitatis  ergo  ponamus  angulum 
erit : 

x?zxM+ ,'cof.<J>— V— * ; x^-x^00^. 

Quare  pro  binis  partibus 

k*r*f\a  X dx  -+-  % aH*/**3  X dx 
ob  S(®r^  + Q(l  habebimus : 
x-fiofj  c(g>_Qy_  j )'cr.$- V- 1 .fi.4)  )fxfe°l\ctQH-V- 1 .c  Q)X<?n 

+^+aa?(9>+ov-i)(cf.0+v-i.fi.(i))/a/"^(cf.(p-y-i.ri.cp;x^s 

quae  forma  ob  partes  imaginarias  fe  tollentes  redu- 
citur ad  hanc : 

ftjrw*iq>cf.0-nfi4y/^x^ 

’ r“^  . . . W+&Q.  • 

Talisque  forma  ad  integrale  accedit,  quoties  forma  P 
huiusmodi  habet  fadorcm  duplicem  /J+zfzcoM+zz. 

tli  ;c  C or  o 1 1.  i.  - 

12 6$.  Etti  autem  fadorum  limplicium  ipfius 
P quidam  funt  imaginarii , eorum  qui  funt  reales 
euolutio  inde  non  perturbatur,  fed  ;ex  fingulis  par- 
tes in  integrale  inferendae  a natura  reliquorum  fa- 
dorom  minime  pendent. 

"I.  > t : ■ . .i  : \.r 

Coroll.  2. 

i 

x&66.  Pars  intcgralis  ex  binis  favoribus  ima- 
ginariis feu  vnofa&ore  duplici  oriunda  aliquanto  fuc- 

cindius 
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cin&ius  re  praetentari  poteft  fi  ponatur 

— D cof.  £ et  Q,  = O fin.  £ , 
fic  enim  ea  fiet  t 

■Br-^\cof (<+(p)//c0/JX^-cf.4H-fi  (M>) 

\bi  ^ et  0 funt  anguli  conflantes  <J)  -vero  Tariabili» 
ob  4>  / fin.  0. 1 x. 

Problema  172. 

1257.  Si  pro  aequatione  differcntiali  in  praec* 
probi,  propofita  quantitas  algebraica  P inde  formata 
duos  habeat  fa&orcs  fimplices  aequales , integralis 
partem  inde  oriundam  inueftigare. 

Solutio. 

/ In  forma  ergo  ante  exhibita : 

PrN(a  + 2)((l  + 2)(Y  + 2KJ+2)  ex- 
ponamus efle  p — a , quoniam  vero  tum  vtraque 
integralis  pars  oritur  infinita,  altera  figno , altera 
figno  — 'affe&a,  ita  vt  iunftim  fumtae  partem  con- 
ftituant  finitam,  ad  hanc  eliciendam  ftatuanius  (3-«-» 
denotante  w quantitatem  euanelcentcm  , eritque 
5f  — — Nu( y — a)(£  — a}(*  — o)  etc.  et 
SB— + Nu(y— P)(^— P)(e— P) etc- 
Ponatur  aam 
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5iS 
vt  fit 

Q=rNjY-f-s)(^-h2)(fH-2)etc. 
ac  manifeflum  cfi  fieri 

2(  — *—  ci)  Q_  pofito  z~  — a.  et 
55—  uQ  pofito  z: rr— p — — flt  + w 

Tnde  iotelligitur  valorem  ipfius  Q pofteriorem  ex 
cedere  priorem  fuo  differentiali  dQ  fi  fiat 

2 — — a et  d s:  w , 

m 


ita  vt  fit 

pofito  2=-«, 

hincque 

, __  , _ ja.  — i.  o-  — </ l , exiftente  k=- 

= — m noda 


«31  004* 


«a 


tum  Tero  cum  fit 
'xP=rA,“x-w=;A-a(  1 —*/*.)  et 
binae  partes  integralis  quaefitae  erunt  • 

vbi  cum  membra  per  w diuila  fe  deftruant  , refultat 

" ^%lxf^Xdx^xMXdx!x)+^d^x-*/xaXdx 

feu  ^f^f^Xdx+j-J.^.x-^Xdx 
fiquidem  tam  in  valore  ^ quam  in  vbiquc 

loco  2 fcribatur  —ct.  Cum  vero  fit  Q. — («-+.*)*» 
hi  valores  inde  facile  inueniuntur. 

• . . . i Coroll  1 • 
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Coro  I J.  i. 


sis». 


i*58.  Quodfi  ergo  quantitas  algebraica  P ex 
aequatione  differentiali  formata  fadorem  habeat  qua- 
dratum (a-x-z)' , inde  in  integrale  transferenda  eft 
haec  portio 

1 I^LLVT -dffx*Xdx+tJ<-‘^rx-*fX*Xdx 

pofito  Z-— a;  dum  fi  hic  fa&or  a-{~z  effet  foli-' 
tarius  integralis  pars  inde  oriunda  foret : 

a-±^X-f\«Xdjc  pofito 

- * ...  r 

; Coro  II.  2.  . 

)X*59.  Cum  fit  cafu  *—-«* 

fiet  Q=7lb  verum  quia  hic  ipfi  2 iam  valor  de-» 
terminatus  eft  tributus  hinc  £3-  colligere  non  licet , 
fed  prima  eft  \tendum  qua  fit  ~ — Lf-*-*  pj*  - 
cuius  fractionis  cum  numerator  et  denominator  cafu 
z =.—<*■  euanefeat , erit  pro  eodem  cafu 

dQ  _ ja~i-z)i4r—  dzdp  — (a+z)d*P  d.  P 

**  -r  ( a -+-  Z ]’  ttz?  «(a  H-aJitE*  — Id**" 

C o r o 1 1.  2- 

• - j 

1270.  Hoc  -valore  inuento , quia  eft  eodem, 
cafu  z — —ol  quantitas  Q_— erit 


_L  d 1 — — dQ-  - 

i z.  • 0. — Q.Q_d*  " 

_!_  ^ 1 — 3 d z J 

n o.  — r a' 


2 _ (eu 
*d< 1F>  ‘CU 

1 

ddf  > 


. ) 


ex 
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ex  quibas  formulis,  (i  fidiores  ipfius  P non  fint 
cuoluti  partes  integralis  facilius  reperiuntur. 

• * • > * . * *•  i : i 

Problema  175. 

. * , : i • . :•  . 

1271.  Si  pro  aequatione  differentiaii  praece- 
dente quantitas  algebraica  P inde  formata  fidiorem 
habeat  cubicum  (a-t-z)*  integralis  partem  inde 
oriundam  inueftigare. .....  . . E 


Solutio. 

Ponamus  ergo  efle 

P— (a-+-z  )’(y-i-x:)R  exi  flente  y~a— u. 


•vbi  b>  pro  quantitate  euanefeente  affumitur.  Quod 
ergo  ante  erat  Q id  hinc  fit  Q— (y-4-z)R,  ct  fedla; 
z a erit  Q=-wR  fi  etiam  in  R ponatur 
Deinde  cum  fit 


(V-»-js)dR o udK 

di  K ST  ' 


eodem  cafu  erit 


j.  7 1 __  i . d R . — _ _i_  t_  ' _i  J » 

ds“'Q-  1 (.RRdS  uu'  R u<Tiu‘  R* 


Quocirca  ex  fadlore  quadrato  (a-J-z)*  per  praece- 
dens problema  haec  obtinetur  integralis  pars : 

-1-  J,-,  i.  i)x~f*Xix  ^ 

cuius  ambo  membra  in  infinitum  excrefcunt  ob  b)~o. 


Adiiciamus  autem  partem  ex  tertio  fidiore 
y -f-  z — a — u — j-  <5 

. ) oriundam 
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oriundam,  qnae  ob  y~^  — ( ct  -+-  z )*  R eft 

U^T)i R x~yfxt  Xdx  pofito  z—-y=-a+(j). 

Q&«d  fi  iam  R vt  ante  is  fuerit  valor  , qui  oritur 
pofito  z——a  ; augendo  hunc  valorem  particula  «, 
loco  *R  fcribi  debet 


i h-  .2.  d i-  -i 2*-,  d d.  etc 

R “ d * • R • I . » i s*  “ R CtV" 


fi  quidem  Yalorem  z - : — a et  hic  retineamus ; 
Tnde  haec  integralis  pars  ob  a -f-  z ~ u erit 

< „v,  H-  rii  * « + i' **■  * ) ^ •/*-"  X * 


ficque  manifertum  eft  illum  ipfius  i valorem  ysque 
ad  fecundam  poteftatem  ipfius  u continuari  debuifle, 
atque  eadem  lege  hic  alteram  partem  x inuoluen- 
tem  exprimi  conueniet.  Ad  quod  obferuo  fi  habea- 
tur huiusmodi  formula  xu/x~<4  V d x fecundum 
potefiates  ipfius  u euoluenda  , id  hac  ratione  com- 
modi ffi  me  fieri.  Pofito 

v = *“/  X~*  V d x , 

\t  fit 

x~"  v —fx~*  V d x 
erit  different  iando  ' ' 

— Vdx  , 

X 1 

quare  pofito 

v=T+ttT'+w’T"+(4' T*  etc 
To/.  II.  V v t habc- 
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habebitur  terminos  fecundum  poteflates  ipfius  u di- 
fponendo  : 

</T-+-u  dV 4-  u u (/T"+uVT'"  -+•  etc.  ? __ 

-V</jc-wT42-wuT/^-w,T"V  “etcO 

ideoque 

T —pjdx  ; VzzftofVJxi  T"=/  iSfL-fWdx  etc 

Confequenter  cum  ia  applicatione  fit  V — xaX  erit 
pars  integralis  ex  fadtore  y-\~z—<x—  o)-+-2  nata:  - 

(ii,  + + 77»  <U\)x-J*XSx+af‘-ir*-XA 

qua  cum  parte  ex  (»  + «)’  nata  iundlira  fumta 
omnia  membra  infinita  fe  mutuo  deftruunt,  et  pro 
quantitatis  Pr  (« fadtore  cubico  ( a-j-x)* 
in  integrale  ingreditur  haec  pars : 

, X d x + £ d.  fc  ar «/t?  A*  X * * 

+ d4-Vx-*fx*Xdx 

fi  modo  in  quantitate  R — (-a- ^ vbique  feribatur 
2 ~ — a. 

Coro  11.  i. 

1272.  Methodus  in  fblutione  huius  problema- 
tis adhibita  facile  ad  quotcunque  fadlores  aequales 
extendi  poteft.  Si  enim  fuerit  ( a -4-  z )m  fador 

quan.icatis  P , atque  in  hac  fraSione  fuis, 

que 
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que  diffcrcntialibus , poftquam  fuerint  euoluta  pona- 
tur z — — ct , partes  integralis  inde  natae  ita  fe 
habebunt 


Fadtor 
quant,  P 

a -f-  z 

| ( a -4-  z )*  | 

| ( ct  -4-  z Y 

Pars int  - 
gralis 

‘?*x~*f* ‘Xi/r 

f 

x~*f4xf\*Xdx 

±Jd.^’x-«fx*Xdx. 

C o r o 1 1.  2. 

‘ r 

1273.  Si  fuerint  duo  pluresue  fadtorcs  dupli- 
ces inter  fe  aequales Tamtt9  * •*— v 4. 

a.~f  (cof. 9+V-i. fin. 0 ) et  (3-/(cof.0-V'- i.fin. $}, 

partes  pro  (a-f-s)’  et  ((3-+-.s)*  feorfim  euolutae 
methodo  fupra  adhibita  non  difficulter  coniungeutur 
et  ad  realitatem  reducentur. 

. t 

Scholion. 

1274.  Simili  methodo,  qua  hoc  caput  eft 
pertra&atum  , in  euolutione  Capitis  III.  huius  fe- 
«ftionis  vti  oportebat , neque  tum  vllum  periculum 
in  errores  prolabendi  fuiflet  pertimefeendum.  Super- 
fluum autem  nunc  foret , errores  ibi  commiffos  hic 
emendare , cum  non  folum  methodus  plane  effet 
eadem  , fed  etiam  aequatio  hic  trattata  facile  in  for- 
mam ibi  conflderatam  transmutari  qu;at  ct  viriffim. 

V t v 2 QuodG 
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Quodfi  enim  in  aequatione  Cap.  III. 


X=A  /4-^-+- 


a x‘ 


djLl  *d*y  etc 

m'  ~ dx*  T"' cre* 


ftatuatur  x—ht  vt  fit  dx~-^,  fun&io  autem  X 
abeat  in  fun<3ionem  ipfius  v quae  fit  V , proueniec 
aequatio  eius  formae  quam  hic  tra&auimus.  Dum 
autem  ibi  elementum  dx  pro  conflanti  efl  habitum, 
ad  hanc  conditionem  exuendam  ponamus 

dy—pdx , dp  — qdx)  dq  — rdx>  dr—idxt tc. 
Vt  haec  aequatio  refultet  i 

X=Vr=A/+B/>-4-C?4-Dr-V-Ej-4-etc, 


Nunc  autem  ob  dx—£,  adipifeimur  elemento  dv 
conflante  fumto  t 

• k 

f>—  i?  — ^ iy 

t — dx  — dv 

e - it  - vvddy  . 

” dx  dv * 1 dv 

t._dfr_v,  d’j  . tv»ddy.» _vij 
r dx  dv*'  ■"  dv't  ' dv 

_ d r __  v» A«j>  i ev1d,y  , Tvvldy  t v dy 

* — dx  dv*  ' dv « d v1  ' dv 

, _ d s _V*d*>  i io  v«  d»  y , »5V'd*>  i »5  vvdiy  . V dy 
' dx  *”  dv*'  ' dv*  ' d u*  ' dv'  * dv  • 
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Qfiare  aequatio  inter  <v  et  y erit  haec 

V~Ay4-  ®^-4-  , Wi*y  Bv*d*j  , rv*d*y, 

J T dv  ^ nr  ~^r  -+-  4- 

4-  C 4-  3 D 4-  5 E 4*  io  F 

4-  T)  4-  7 E 4-  25  E 

4- E 4-  xs  F 

4-  F 

• J 

cuius  integratitfciem  hic  docuimus.  Imprimis  autem 
notandum  eft  quantitatem  algebraicam  P hinc  for- 
mandam 

P = A+  (B  + C4-  D+R  + F)(i-i) 

4-  (C4-3D  + 7E4-i5F)(*-i  )(z- 2) 
4-  (D4-5E4-2«;F  (*-iX*-2,(2-3)4-  etc. 
ad  hanc  formam  reduci : 

P=A+B(:-i)+qfri)'+D(t-i)'4-E(Mf 

4-F  (z- 1 )*4-  etc. 

quae  quantitas  algebraica  ab  illa  , qua  in  Cap.  III. 
ad  integrationem  fumus  vfi , hoc  tantum  differt  , 
quod  ibi  littera  z id  quod  hic  formula  z — 1 ex- 
preflimus ; ex  quo  etiam  ambarum  integratio  facil- 
lime altera  ad  alteram  reducitur. 


V Y V 3 


Conclu- 
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Quodfi  enim  in  aequatione  Cap.  III. 


d x 


C idy  ■ Di»» 
dx*  di' 


, E d*  y 
dx* 


etc. 


fiatuatur  x — h,  vt  fit  dx~^y  fundio  autem  X 
abeat  in  fundionem  ipfius  v quae  fit  V , proueniec 
aequatio  eius  formae  quam  hic  tradauimus.  Dum 
autem  ibi  elementum  dx  pro  conflanti  efl  habitum, 
ad  hanc  conditionem  exuendam  ponamus 


dy—pdx  , dpzzqdx  » dq  — rdxt  dr  — sdx  etc. 
vt  haec  aequatio  refultet  \ 

X — V — A y — b*  B p -f- C q D r - 1-  E s “4“  etc. 


Nunc  autem  ob  dx~  adipifcimur  elemento  dv 
conflante  fumto  ' 

*_  & _ \>iy 

“ dx  dv 

c~  d-£  — vvidy 

” a x dv*  ~ dv 

r-±3  4-»»'^3,  4.  p *y 

a x dv*  ' d ti1  ' ^ « 


t — il  — V*  4.  ev'  l*y  , rvvjiy  . v i* 

***  dx  (Tti»  di/»  ' » d v2  ' dv 

t — 4»  ~V*d§y  _l_  lovWy  ! »sv’dt>  t »>vv>id-»  i v-» 
-dx  - + — di«-^+  -duT-'  -r  ' -4»-?4-  - 


t 


c»m  v.  j. 

Quare  aequatio  inter  e et  j erit  k™ 

V=^+  ^ + Sg?  + «9 

+ 3&  4-6  E -*.,oF 
4-D  4- 7 E 4-ajF 
4-E  4-15F 
4-F 


cuius  integratic^cm  hic  docnimu,  T . . 

rd»r * e*r 


-A+u+-e+D^R^tu<_ 
+<c-hd+7E+1s,,(  J 

ad  hanc  formam  reduci : ' ' 


p= a + B(«- 1 h D , 

qaae  quantus  algebraica  ^ 
ad  integrationem  (hir. at  tr  * 

cui>d  ibi  l.rrera  2 id  r- 
pretii  mas  j ex  quo  et  • 
kir.e  altera  ti  aittr: 


-■) 

Vf'-4-UU) 

uu-hO 

‘Oc  exem- 


^ a 

. _ i-t-bb  }eof,  $) 

- 0 _j_  a 6.  uoJ.  Q)  ~ 

- ( a 0 -a.  & b ) roto 
-"i  t j o 6 oo).  (p  • 


pag-  *5 


i 
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vnde  indoles  harum  formularum  iam  magis  fit  per- 
fpicua  , fimulque  patet  partem  integralis  ex  aliquot 
favoribus  oriundam  non  pendere  ab  aequalitate  reli- 
quorum. Quocirca  iam  problema  generale  aggredi 
licebit.  ' 

* Problema  1/1.  ‘; 

1264.  Propofita  aequatione  difFereritiali  cuius- 
cunque gradus  huius  formae:;  . . 

= B xdr  Cxddy  . D xVy  ■ , -W& 

x-A*+-dT+—d?~+  -*T  + dx V 

ex  qua  forma  algebraica  hac  lege  formata  ( 

. Pr  A+B(z- 1 )+C(z- 1 )(z-  a)+D(z  - 1 \z- a)  (z  - 3)  + • • . 

...+NCz-i)(z-a) dz~n)  - 

omnes  fadores  habeat  inter  fe  inaequales  ; valoretn 
ipfius  y completum  per  formulas  integrales  fimpli- 
ces  exhibere. 

Solutio. 

---  -Sint  primo  formae  P omnes  fa&ores  fimplices 
reales : 

P = N(cM-z)((34-z)(y-V-z) (v+z) 

• „ fadtorum  numero  exiflente  rzw,  et  ex  antecedenti- 
bus patet  ex  quolibet  ft&ore  nafci  integralis  partem. 
Ad  has  partes  inueniendas  , eliciantur  fequentes  va- 
lorcs : 

1)  polito  z~  — a fit  = ^ — ji 

2)  polito  zz=— 1 3 fit  23— leu  23  = — 

3)  polito  zzz—y  fit  fcu 

r rete.  Cum 
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Cum  igitur  fit 

((3-a)(y-a)(*-a) (»/-«)  — | , . . , 

littera  N ex  fuperioribus  formis  per  diuifionem  tol- 
letur , fietque  integrale  quaefitum  : 

xyzzlv  x~*fxa  Xdx+n  xr^fx*  Xdx  + ’(xTyfxy  Xdx-\-  ctc. 
quoad  finguli  fiuftores  fuerint  exhaufti. 

Quodfi  iam  forma  P fa&ores  habeat  imagina- 
rios, partium  ipde  ortarum  imaginariarum  ad  rcali- 
tatem  redudtio  fequenti  modo  inftituetur.  Quoniam 
bini  fa&ores  fimplices  imaginarii  praebent  fe&orem 
duplicem  realem  , ponamus 

( a.~\-z )( (3  -1-*)  =/f-+-  *fxco£.b-)rzz 

ita  vt  fit 

a— /(cofiOH-V—  x.fin.0)  et  (3-/(cof. 0-V-i.fin.0) 

vnde  primum  valores  literarum  2(  et  25  definian- 
tur , quarum  cum  vtraque  deriuetur  ex  forma 
illa  pofito  zzz—a  haec  vero  pofito  £——(3  j in 
ipfa  forma  loco  z vbique  fcribatur 

— f ( cofi  1 + V-  i.linJ), 
prodeatque  + Q V — i ; ac  perfpicuum  eft  fore 
2f  = g>  -4-Q  V-  i et  25  = 'p  - Q.  V-  i , 

..  . i . »■ 

vbi  notandum  eft  , quantitates  et  Q.  efle  reales. 
Deinde  cum  fit 

xm+"<-'  — e'*-'-*— xm  ( cof.  (nlx)+V- 1,  fin.  ( n lx)) 

Ttt  2 fi 
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fi  breuitatis  ergo  ponamus  angulum  ffm.b.lx—Q) 
erit : 

x«_A.M.»'cof.(p-v-V-i 5 T-«rar^(cof.0-V- 1 .fi.4>) 
Quare  pro  binis  partibus 

ob  + habebimus : 

x~MJ  ^y-QV- 1 )(cf.Cp-y- 1 .fi.cp  )fxfc°s\ctQH-V- 1 .c  <^X<*9 

+g>g>+aa  ^+av-i)(cf.(i)+y-i.fi.(i))/y“p(ci.(p-y-i.ri.(p;X^ 

quae  forma  ob  partes  imaginarias  fe  tollentes  redu- 
citur ad  hanc 

* * . f$+aa  ‘ “ 

Talisque  forma  ad  integrale  accedit,  quoties  forma  P 
huiusmodi  habet  fadorem  duplicem  fJ+2/zcoM+zz. 

fi  . i -- '■  C oro  1 1.  i.  , ; 

226$.  Etfi  autem  fadorum  fimplicium  ipfius 
P quidam  funt  imaginarii , eorum  qui  funt  reales 
euolutio  inde  non  perturbatur,  led  .ex  fingulis  par- 
tes in  integrale  inferendae  a natura  reliquorum  fi- 
dorum minime  pendent. 

. ‘ . . . ■■  ■ \ ’ 

Coroll.  2. 

ra66.  Pars  integralis  ex  binis  Madoribus  Ima- 
ginariis feu  y no  fadore  duplici  oriunda  aliquanto  fuc- 

cindius 
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cindius  repraefentari  poteft  fi  ponatur 

= C cof.  £ et  & = O fin.  £ , 
fic  enim  ea  fiet  s 

*B^AcoC(<+(p)/^o;-,Xircf.(j5+G  {Z+ty  f^Xdxti.ty 

•vbi  £ et  0 funt  anguli  conflantes  0 vero  variabili» 

ob  0 — / fin.  9. 1 x. 

, / 

Problema  172. 

1257.  Si  pro  aequatione  differcntiali  in  praec- 
probl.  propofita  quantitas  algebraica  P inde  formata 
duos  habeat  fadores  fimplices  aequales , integrali» 
partem  inde  oriundam  inueftigare. 

Solutio. 

In  forma  ergo  ante  exhibita : 

P=zN(«4-2)(l3-l-a:)(Y  + 5;)’^"i'a:)  etc* 
ponamus  effe  (3  = a , quoniam  vero  tum  vtraque 
integralis  pars  oritur  infinita,  altera  figno-H,  altera 
figno  — -affeda,  ita  vt  iundim  fumtae  partem  con- 
ftituant  finitam,  ad  hanc  eliciendam  ftatuarfius  p=a-w 
denotante  w quantitatem  euanefeentem  , eritque 

51  Nio(y— — “K* —et)  etc*  ^ 
.sb^+NwIy-PK^-PK8-?)6^ 

Ponatur  iam 
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vt  fit 

Q=rNjY-+-2r)(^  + 2)(£'4"2)etC- 

ac  manifeflum  cft  fieri 

21  — pofito  z~  — a.  et 

23—  u Q pofito  z — — — <A-f- u 

fnde  intelligitur  valorem  ipfius  Q pofteriorcm  ex 

cedere  priorem  fuo  differentiali  d<±  fi 

z~  — a et  dzzz.  co  , 

► 


ita  vt  fit 

&==tt(Q.+  u-;§)  Pofito  2=-«, 

hincquc 


> — • _ 
i — Qftd* 


exiftente 


tum  xero  cum  fit 

et  rp-x-‘(i+“^), 

binae  partes  integralis  quaefitae  erunt 

Tbi  cum  membra  per  <0  diuifa  fe  dettruant  , refultat 

k ^~\!xr^Xdx-fxMXdxIx)+^d.^x-^/xaXdx 

feu  &^fi£f?Xdx+^d.lvX~*ffXdx 
fiquidem  tam  in  valore  la  quam  in  d-^-d_  vbique 
loco  z fcribatur  — <t.  Cum  vero  fit  Q — * p» 
hi  valores  inde  facile  inueniuntur. 

. Coroll  1 . 
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116&.  Quodfi  ergo  quantitas  algebraica  P ex 
aequatione  differentiali  formata  fadorem  habeat  qua- 
dratum (a-y-z)  , inde  in  integrale  transferenda  eft 
haec  portio 

' ^)-x-Vi^fxaXdx+^J<-^-^x~-fxaXdx 

pofito  z — — a { dum  fi  hic  fidor  a-hs  eflet  foli-  > 
tarius  integralis  pars  inde  oriunda  foret : 

a-±^x~«fxaXdX  pofito 

. ..  -r 

. Coro II.  2. 

• • • 

Xa59.  Cum  fit  cafu 

fiet  Q—  Ttb  vcrum  quia  hic  ipfi  5;  iam  valor  de-’ 
terminatus  eft  tributus  hinc  £§-  colligere  non  licet  , 
fed  prima  eft  vtendum  qua  fit  ^7— —j >7  — 
cuius  fradionis  cum  numerator  et  denominator  "cafu 
z—.— a euanefeat , erit  pro  eodem  cafu 

da  — (a-bx)d4P—dzd  P — (tt-f -z)d>  p ji,  , 

"I  (a-+-  Z 7(a  +Z)  dz* 


6 d i** 


C o r o 1 1.  5. 


1270.  Hoc  valone  inuento , quia  eft  eodem, 
cafu  Z — —9.  quantitas  Qpz  erit 

_L Ai — dq  __  ,dzjyP  r ' 

d z ‘q  qq<ja  | j d pi' 

«*  a’  q 7~  a'  ddP  > 


. ) 


CX 
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ex  quibus  formulis,  (i  Adores  ipfius  P non  fiat 
cuoluti  partes  integratis  facilius  reperiuntur. 

• I % ‘ • • • ' . * '<}  Z 1 

Problema  1/5. 

. * i'.  . . * ; ** *, '■*•')  * 

1271.  Si  pro  aequatione  differentiali  praece- 
dente quantitas  algcbraica  P inde  formata  Adorem 
habeat  cubicum  ( a -f-  z )*  integrali»  partem  inde 
oriundam  inueftigare.  :•  - . e - 


Solutio.  v 

Ponamus  ergo  efle 

Pr=(a-f-z  )’(y  *+-  s)R  exi  flente  yrra— w, 
irbi  (i>  pro  quantitate  euanefcence  affumitur.  : i Quod 
ergo  ante  erat  Q id  hinc  fit  Q— (y-t-2)R,  et  fedo; 
z~—a  erit  Q=-«»R  fi  etiam  in  R ponatur 
Deinde  cum  fit 


udR 

ST 


eodem  cafu  erit 


j 1 — _ _l_  «ta  — j__  1 » j > 

dz  O.  kuR  '^«jRRd*  uu‘  R u <Ts  ■ K* 

Quocirca  ex  fadore  quadrato  (a-t-*)*  per  praece- 
dens problema  haec  obtinetur  integralis  pars : 

-t-  i d.  i)x-°/sxdx  ^ 

cuius  ambo  membra  in  infinitum  excrefount  ob  o>~o. 
Adiiciamus  autem  partem  ex  tertio  Adore 
y + sza-  u-i-2 

> oriundam 
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oriundam,  qnae  ob  — ( a 4-  z )*  R eft 

*"V*7  X</x  pofito  z=— yr-a+w. 

• #,  . . ' < ii 

Qdod  fi  iam  R vt  ante  is  fuerit  valor  , qui  oritur 
pofito  x——a.  ; augendo  hunc  valorem  particula  cu, 
loco  *R  fcribi  debet 


R a a * R ' I.  a 


d z 


yd  d.g  etc. 


fi  quidem  yalorem  z — — a.  et  hic  retineamus : 
vnde  haec  integrali»  pars  ob  a 4-  z — u erit 

<.v,  -t-  =f,  * s + «"•  s ) x Z , 


ficque  manifellum  eft  illum  ipfius  R valorem  vsque 
ad  fecundam  poteftatem  ipfios  w continuari  debuifle, 
atque  eadem  lege  hic  alteram  partem  x inuoluen- 
tem  exprimi  conueniet.  Ad  quod  obferuo  fi  habea- 
tur huiusmodi  formula  xufx~*  V d x fecundum 
potefiates  ipfius  u euoluenda  , id  hac  ratione  com« 
modifiime  fieri.  Pofito 

v ~ xuf  x~m  V d x , 
vt  fit 

x~*  v =/*““  V d x 
erit  differentiando  * 

dv-^  = Vdx , 

X 7 

quare  pofito 

v = T 4-  w T'  4-  «’  T"  4-  «'  T*  etc 
VoJ.  II.  V v t habe- 
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habebitur  terminos  fecundum  poteftates  ipfius  u di- 
fponendo  : 

-+* etc.  5 

-V</x-uTJf  -muT^-VT"^  -etc.J  ° 
ideoque 

T =/V  dx ; V=fi3fVdx  ; V‘=j^r^xf\rdx  etc. 

Confequenter  cum  ia  applicatione  fit  VzzxaX  erit 
pars  integralis  ex  fadtore  y-\-z  — a—  u + 2 nata: 

(tii  + sk^-i  + nk  di-  a)  ^ ffXJx+*f‘-'fx-XJx 

qua  cum  parte  ex  ( a •+■  z )*  nata  iun&im  fumta 
omnia  membra  infinita  fe  mutuo  deftruunt,  et  pro 
quantitatis  Pr^fa-f-s)*  R fattore  cubico  ( a-f-*)* 
in  integrale  ingreditur  haec  pars: 

I r+J*JLJ*£f* Xdx  + ^d.k  x~'f*l fx*Xdx 

+ 7I*dd'*x~*f*tXdx 

fi  modo  in  quantitate  R - vbique  feribatur 

z — — a 

C orol  1.  i. 

1272.  Methodus  in  folutione  huius  problema- 
tis adhibita  facile  ad  quotcunque  fadtores  aequales 
extendi  poteft.  Si  enim  fuerit  ( a z )m  fa&or 

quanJ.atis  P f atque  in  hac  fra&ione  fuis- 

'*  que 


V 
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que  diffcrentialibuf  , poftquam  fuerint  euolut*  pona- 
tur 2 — — 9. , partes  integralis  inde  natae  ita  fe 
habebunt 


Faflor 
quant,  P 

a 4-  2 

( a z )* 

f (#  + j)' 

Pars  int  - 
gralis 

a-f*x~«fxaX.dx 

(if*Tx-*f',xfx*Xd  x 
3T+ fxm  X dx 

. . » 1 

tevyi?/  is fx*Xdx 
±M(^'x^fx*Xdx. 

C o r o 1 1.  2. 

1273.  Si  fuerint  duo  pluresue  fa&orcs  dupli- 
ces inter  fe  aequales  TtfmttS  * 

a~/(cof.0+V'-i.lin.0)  et  p=f(cof.6- V- 1. fin. 0), 

partes  pro  (cl-+-zY  et  ((3+«)*  feorfim  cuolutae 
methodo  fupra  adhibita  non  difficulter  coniungeutur 
et  ad  realitatem  reducentur. 

Scholion. 

1274.  Simili  methodo,  qua  hoc  caput  eft 
pertra&atum  , in  euolutione  Capitis  III.  huius  fe- 
(fiionis  vti  oportebat,  neque  tum  vllum  periculum 
in  errores  prolabendi  fuiffet  pertimefeendum.  Super- 
fluum autem  nunc  foret , errores  ibi  commiflos  hic 
emendare , cum  non  folum  methodus  plane  eflet 
eadem  , fed  etiam  aequatio  hic  trattata  facile  in  for- 
mam ibi  confideratam  transmutari  queat  et  viriffim. 

V t y 2 Quodfi 
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ybi  ob  rationes  fupra  demonflratas  tres  poftremi  ter- 

fx*Xdx 

mini#coalefcunt  in  -V  J)(y_J ) » ita  vt 

fit  integrale  quaefitum 

x-*rx*Xdx  , x-^fxfiXdx 

n^--(P^O(y-«)(*-«)  + l«-f)lv-PK*-P) 

x~yfxyXdx  x~*fx*Xdx 

fiquidem  omnes  fa&ores  fint  inter  fe  inaequales. 
Cafus  autem  quibus  duo  plurcsue  funt  aequales  in 
corollariis  explorabimus.  . 

Go  r ol  1.  i. 

iaS3.  Si  fuerint  duo  fa&ores  aequales  nempe 
$—y  fet»  fi  fit 

p — N(a^a)(p-f-a)(Y-4'a)’ 

ex  eadem  ftirma  pro  Xw  ante  inuenta  oritur  inte- 
grale : 

ar«  fx*X  dx  x~y  fxy  Xdx 

((3-a)l  y-«)'  ~ { P -*  H Y ~ «7 

x-^fxPXdx  xryfxyXdx 

^(a-p)(Y-P)‘  ~ l*-fiUY-P)‘ 

X-yjd-Zfxy  Xdx 

''***.  u-yXP-y) 

fbi 
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\bi  membra  negatiua  ita  repraefentari  poliunt 

3t~yfxyXdx  1 i_ 

(a-{3)  Hy-«)*“  (y-0K 

C o r o 1 1.  2. 

1254.  Si  fuerint  tres  fa&ores  aequales  vt  fit 

P=N(ct-+'2)(p^-2;),  . 

ideoque  S—y  — (3  ex  formula  §.  124$.  inuenta 
# colligitur  integralc 

x~*fx*Xdx  x~tfx?Xdx  xr^i^fxPxdx 

ip-^7  Tp^T~ 

x-ZfigjtjLf&Xdx 

H'- — sr— - 

Coroll.  3. 

1255.  Si  omnes  quacuor  factores  fuerint  ae 
quales , \t  fit 

PrN(«  + s)‘  exirtente  £rry:ir(3— a 

ex  forma  pro  tribus  aequalibus  §.  1249,  inuenta  fit 
intcgrale 

• • Uxj^X^/te/teftefx*Xdx. 

Coroll.  4. 

Si  liabcatur  jSmtt  <f  Stry  , rt  bini 
faftores  fmt  aequales  fcilicet  P"N(a+t)‘(7 *+-«)’ 
ex  §.  1247.  xbi  finitores  erant  (a-t-«)’ly+^) 

S s s a colLi- 
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colligitur  integrale:  . - 7 

V — * X~y  X~y 

- 7 ,i/v“X(/^+  7 — -afx*XJx+; -tfi£fx*Xdx 

(V"a) ' (Y'a);  * . 

quae  ob 

•x* — “ x 

/xy-a~'dxfxaXdx-  —Jx*Xdx~  — fxyXdx 

contrahitur  in  hanc  formam  : 

af~*  d x x~y  dx 

N"=  (-^-a7/7-/^x*+fv-^7/-  fxyXdx 

a jr““  2 a-”7 

- (~ay/** x rf  * ~ (T^vy/  *’  x .*  * 

Problema  170- 

1257.  Propofita  .hac  aequatione  differentiati 
quinti  gradus 

X ~ A V -I-  -4-  _J_  _J—  Fj«d«jr  _i_  Kx’dty 

J cUe.  ~ di»  ~ <a>  ~ da*  “ ~iu» 

eius  integrale  per  formulas  integrales  fimplices  euol- . 
vere. 

Solutio. 

Cum  hic  fit  quantitas  algebraica  formanda : 
P=A+B(*-i  )+C(«-iXS'2)+....+ N(*-xX«-aX«-3)(*-4Xa-J) 

' ftatoa- 
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ftatuatur 

. P— N(a-f-s)(^-+-*)(Y-+-a)(^H-  s)(e-hs) 
ac  fi  hi  fadlores  omnes  fint  inter  (c  inaequales  ex 
iniegrali  praecedente  rouam  infiituendo  integratio- 
nem prodibit  integralc  quaefitum  : 

x~*(x?Xdx  - x~Pfj&XJx 

■ ' ■ + t«-P)(Y-P)ii-PX«-PJ 

x-Vx*XJx  • x~sfxsXdx 

* +'(*-yXP-Y;(*-YX»-Y)  + (a-^)((3— ^XY—^’(e— 

x~~y\*X(fx 

+ (*-«)(P-«X'  Y— «J(^— «) 

cafus  quo  duo  pluresuc  fadtorcs  funt  aequales  in  Coroll. 
cuoluemus.  ' «• 

Coroll.  I. 

1258.  Si  fuerint  duo  fa&ores  aequales  \t  fit 
Pz^N(a--t-c  ((3-f-s)(y-t-=:)(^-4-3)*  ideoque  «— $ 
ex  praecedente  problemate  colligitur  integrale 
*“  W Xdx-xr*fx*Xdx 
xy-~^~  (|3-_a)(Y-tt)(<y-a)*  * 

X-VfxP  Xdx-X-*rx*Xdx 

x~^fxyXdx-x~sfx£X(/x 

l*-Y)ip-Y)(*-Y)' 

*-*/*£ fxs  Xd. x 

S 6 s 3 Coroll.  2. 
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Coroll.  2. 

1459.  Si  fuerint  tres  fa&ores  aequales,  vt  Gt 
p— N(a-h^)((3-|'a:)(v^-«),  ideoque  e~ <T  — y 
ex  Coroll.  1.  probi,  praeced.  colligitur: 

x-^r^Xdx-X-Vx*Xdx  . x-yfte  fxyXdx 
Xy~  (P-«)iy-«)'  _ lP-*)(Y~*)’ 

x-*fx?Xdx-X-yfxyXdx  x~yf^fxyXdx  m 
* ‘ (“-PXY-P)*  " (a-pj(y-(3)*  ’ 

x~y  f Lzfii  JxyXdx 
+ (a-y)(p-y) 

• t 

Coroll.  ?. 

1260.  Si  quatuor  fadores  fint  aequales,  vt  Gt 
Pc:N(o+a'((34-«r  ideoque  e~S=y-(3  erit  per  ( 1 254.) 

x-arxaXdx  x-*rx*Xdx  x~P/d~f  x?Xdx 

NXy~ 

X-Vfd-*f±?  fsPXd  x t x-^f^r^f^fx^Xdx 

{jp*)'  ~+  ^p 

ac  G omnes  qumque  fint  inter  fc  aequales  feu 
P = N(«  + 2)‘ 


erit  integrale 


N xy  = x—  fdi  f*Zfi£f*£fx*  Xdx. 


Coroll.  4. 
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Coroll.  4. 

1261.  Si  P habeat  duos  fa&orcs  quadratos, 

vt  fit 

PrN(ct4-s)(p+3)*(‘y  + «)‘  ideoque#  —y  et  e~(3 
erit  cx  §•  1253.  integrale  redu&ione  ueceffaria  fiidla 


7=* 

<f3-a/(y-a/ 

(p-a)  a-y)'(p-y) 

r 

A.-P/-a_*  fx<*X(/x 

j^VxyXdxyx-t,x?Xdx 

T 

(a-pjty-P)' 

(a-(3)(3-y/ 

4- 

X~y  f^rxyXdx 

, ii 

X~^fxyXdx+xr^fx^XdX 

quae  porro  redigitur  ad  hanc  formam 

x~*<x*Xdx  x-^r^rfXdx  .‘HtfXdx  [xPXdx 

Nl^  + (a-(3>  v-pr  " («-pr(y-P)'  (“-(iXv-pi’ 

x~yfd—fxyXdx  x~yrxyXdx  _ g.y ~VxyXi/x 

+ ~^7fy  r ~ (a-y)(p~yf 

Coroll.  $. 

1252.  Si  P habeat  et  fadorem  quadratum  et 

cubicum  vt  fit  ' 

Pr3N(a+zHY  + 2)«’.ideoque  ^ ~ . 

ex  §.  1254-  colligitur  integrale: 

x-«  fi*  fxaXdx  _ $]T«rx*Xdx 
Nxy- 7-7— y ’ (y — a)* 

rrfJlinxVUx  a-Y-f 

+~ii4r_  *-*»'  scMoi 
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Scholion. 

* 1263.  Ex  his  formulis  parum  conflat,  quem* 

admodum  eas  vlterius  pro  maiori  fartorum  numero 
continuari  oporteat,  fi  quidem  fartorum  aliquot  inter 
fe  fuerint  aequales ; integralium  enim  partes , quae 
fartoribus  inaequalibus  refpondent  , legem  feruant 
manifeflam.  Quae  autem  partibus  aequalibus  refpon- 
dent , adhibita  certa  redurtione  commodius  exprimi 
pofliint.  Veluti  pro  cafu  Coroll.  i.  fi  breuitatis 
gratia  ponatur  <t—o  ~p  , (3  — $ — q et  y—$  — r 
forma  x~sfx?Xdx  durta  eft  in  : 


IP — 1 T(  r — p)pp  ( p — qj(q — r)qq  ' ( r—  p )(q  — r )rr 

fdl  (1-r)/iqrr->-lr-p)pprr  + lp  — q)ppqq 
(<>-*■  9 H 4 — r)Jr  — p)pf  qqrr 

cuius  frartionis  numerator  efl 

-(p-q)(q~r){r-p)(pq+pr~+-qr) 


\ 


ita  vt  haec  frartio  reducatur  ad  iflam 


pq-pr-qr  __ 
ppqqrr 


fjr(p^~q  -t"r) 


Quando  ergo  eft 

F=N(«  + s)(p+;^;)(Y+2)C^+s), 

integrale  ita  le  habet:  . 

Mr.  *—f**M*  . *r+fifiXdx  r x~yfxyXdx 

**  + (a-exr-^-5)* + c«-Y)(e- yX^-y)’ 

Xdx  _ x~*fx*Xdx  f i r i 
M(g-(ij(Y-i)  (a-^X ( + T$+ 


Pro 


£ 
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Pro  cafu  autem  RrN <a+»X&t-*)(y+*y  habebitur 


1**j—(*  v*  •+• 


+ 


r-Yjf^xdx  __  A-y isr&xi*.  t i 

(a— yj^g— Y)  (a— y)(g— y)  a-y  g-y' 

•ii.iij-.  V-Yx>XJx  r i i 

(«-yX^-yr  O-yf  + o-y^e-y)  + 

Tum  vero  pro  cafu  P — N(et+*)(g-+s)4  fit 
lg-«)  a-g 

^/17^",  ‘^^Xdx':  1 ' iH»A*Wr  1 

• «-g  *ct-g+  «_g  “>-£)’  «-g  ,(a-e)' 

At  pro  cafu  P—  («4-«)(g-|-a),(y+*)*  integrale 
ita  (e  habet 

»t„..  x~*fxaxdx  t r*r^fifiXix  X~^Xdx  , x . a \ 
^(g-a)’(y-a)'  + (a-g)^!)1"  («-g^y-g^a-g  + y-g' 

x~yfd~xfxyXdx  _ x~yfxyXdx  i a 
^ (a— y)(g— y)2  (a-y).6-y)*  a-y  g-y'‘ 

Denique  pro  cafu  P^Nta+a^Y+z)'  efl 
x~*f—fxaXdx  X~afxaXdx  3 

Na>= — 7-^, -T  — j — — 

(y-a)’  (Y-aj  y-a 

, x~yf^  f^fxyXdx  _ X-yf^fxyXJx  g.  x~yfxyXdx  3 

(a— y)2  (<tfV)1  - «-Y  'C  («— v/  (a-y/ 


(a-y) 

r*i  11. 


T 1 1 


\nde 
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• » . 

vnde  indoles  harum  formularum  iam  magis  fit  per- 
fpicua  , fimulque  patet  partem  integralis  ex  aliquot 
fadoribus  oriundam  non  pendere  ab  aequalitate  reli- 
quorum. Quocirca  iam  problema  generale  aggredi 
licebit.  • 

> j ‘ • Problema  171.  •' 

1264.,  Propofita  aequatione  differeritiali  cuius- 
cunque gradus  huius  formae:-  . , 

' B xdy'  Cxddy  Dxd'y  _ -W 
X-Aj,+  "^r+_^i~+  HbT  dx'. 

ex  qua  forma  algebraica  hac  lege  formata 
„ Pr  A+B(z- 1 )+C(z- 1 )(2-  2 )+D(z— i l(a  - a)  (*  - 3) + • • • 

...+NCz-i)(z-a) •_(«-»)- 

omnes  fadores  habeat  inter  fe  inaequales ; valorem 
ipfius  y completum  per  formulas  integralcs  fimpli- 
ces  exhibere. 

Solutio. 

« * , 

- r;  Sint  primo  formae  P omnes  fa&ores  fimplices 

reales : 

PzzN(a+*)((34-2)( Y-H-2)  ••••  iv+z') 

■v  faftorum  numero  exiftente  m»,  et  ex  antecedenti- 
bus patet  ex  quolibet  fidore  nafei  integralis  partem. 

Ad  has  partes  inueniendas  , eliciantur  lequentes  va- 
lores : 

1)  pofito  z=z—a  fit  feu  = 

2)  pofito  z——[ 3 fit  23  — feu  23=^£ 

3)  pofito  *=- y fit  7^  feu 

• ■r  : etc.  Cum 
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Cum  igitur  fit 

(f3-a)(y-a)(£-ct) (v~a)~l , 

littera  N ex  fuperioribus  formis  per  diuifionem  tol- 
letur , fietque  integrale  quaefitum  : 

xj  — J,  Xdx+'*  XT^fx*  **•/&  Xdx+  etc. 

quoad  finguli  fidiores  fuerint  exhaufti. 

Quodfi  iam  forma  P fidiores  habeat  imagina- > 
rios,  partium  inde  ortarum  imaginariarum  ad  reali-  • 
tatem  redudlio  fequenti  modo  inftituetur.  Quoniam 
bini  fidiores  fimplices  imaginarii  praebent  fidiorem 
duplicem  realem  , ponamus 

( a * ) ( (3  4-  x ) ifx  cof.  0 -f-  e z 

ita  vt  fit 

a— /(cof.0-t-V—  i.fin.0)  et  (3z/(cof.0-V- i.fin.d) 

Tnde  primum  ralores  literarum  9(  et  93  definian- 
tur , quarum  cum  vtraque  deriuetur  ex  forma 
illa  pofito  z——*  haec  vero  pofito  z— — (3;  in 
ipfi  forma  loco  z \bique  fcribatur 

— f ( cof.  1 + V - 1 . fin.  0 ) , 
prodeatque  + Q.  V — 1 ; ac  perfpicuum  eft  fore 

et  93  — - Q V-  1 , 

...  » 

vbi  notandum  eft  , quantitates  ^ et  Q.  efle  reales. 
Deinde  cum  fit 

jpiB-t-ny— I — jf»  xm ( eQf  ( n/A, ) fin.( n /**)) 

Ttt  2 fi 
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fi  breu itatis  ergo  ponamus  angulum 
erit : 

; x-arar/c?w(cof.<I>-'/- 

Quare  pro  binis  partibus 

'n*r*f\*  X dx  -+-  X dx 

ob  habebimus : 

*-**  1 Xcf.<I>-V-  i.CuQ  )fx***\cf.Qh-V- 1 .fi  <J))X*> 

+gj'P+aa  ^^^^-^(ci-i+v-i.ri.cpjA^ci.cp-y-i.fi.cp.x^s 


quae  forma  ob  partes  imaginarias  fe  tollentes  redu- 
citur ad  hanc : 

Talisque  forma  ad  integrale  accedit,  quoties  forma  P 
huiusmodi  habet  fadorem  duplicem  fJ+zfzcoC.t+zz. 


hi  Cor  o 1 1.  i. 

1255.  Etli  autem  ficorum  fimplicium  ipfius 
P quidam  funt  imaginarii , eorum  qui  funt  rcales 
euolutio  inde  non  perturbatur,  fed.ei  fingulis  par- 
tes in  integrale  inferendae  a natura  reliquorum  fa- 
ftornm  minime  peudent. 

■.  •...  > * •.  ,1.;  : ...• 

Coroll.  2.  - 

Pars  integralis  ex  binis  datoribus  ima- 
ginariis fcu  Ynofa&ore  duplici  oriunda  aliquanto  fuc- 

rin<3ius 


Digitized  by  Google 


cin&ius  rcpraefentari  poteft  fi  ponatur 

O cof.  £ et  & = O fin.  £ , 
fic  enim  ea  fiet  i 

*B.v-/co;\c°n(<+4))/jt/L'0/-,x^cf.(HG  (M>)  /**XixW) 

■vbi  £ et  0 funt  anguli  conflantes  <P  vero  variabili» 
ob  $ =/fin.  0.  Ix. 

Problema  1/2. 

1257.  Si  pro  aequatione  diflercntiali  in  praec* 
probi,  propofita  quantitas  algebraica  P inde  formata 
duos  habeat  fa&ores  fimplices  aequales , integraii» 
partem  inde  oriundam  inueftigare. 

Solutio. 

In  forma  ergo  ante  exhibita : 

P=N(a  + 2)((3+a)(y  + 2)(J  + 2)  etc. 
ponamus  efle  (3  — a , quoniam  vero  tum  vtraque 
integralis  pars  oritur  infinita,  altera  figno-f-,  altera 
figno  — 'affefta,  ita  vt  iun&im  fumtae  partem  con- 
ftituant  finitam,  ad  hanc  eliciendam  flatuanius  (3z;a-tt 
denotante  u quantitatem  euanelcentcm  , eritque 
=r^-Nco(Y— a)(J  — «>(e— a)  etc.  et 

.S5-  + Nw(Y-P)(^-(3Ke-“P>etc 

Ponatur  aam 


1 


5 x s C A P V T V. 

•vt  fit  * 

Q- N ( y -t-» ) ( ^ -h  2)  (« + 2 ) etc- 

ac  manifeflum  cfi  fieri 

2(  — — csjQ^  pofito  2— — a et 
33—  uQ  pofito  z — — (3  — — cb-4-u 

xnde  intelligitur  valorem  ipfius  Q.  pofteriorcm  ex- 
cedere priorem  fuo  difterentiali  dQ  fi  fiat 

zrr  — « et  </  s — w , 

ita  -vt  fit 

®=r-o»(Qr*-«:SI)  pofito  *==-«» 

hincque 

, _ . _ J&-  zz  «+-  —d.k  > exiftente  5——  ^ 
5 — SL  o55i  — ua  ^ 

tum  vero  cum  fit 

binae  partes  integralis  quaefitae  erunt 

vbi  cum  membra  per  0 diuiia  fe  dettruant  , refultat 
" &~\lxfxaXdx-fx*Xdx!x)+  ^d^X^/x^Xdx 
feu  'Qx-afi£fxaXdx+jld-1Q.-x-aJfXdx 
fiquidem  tam  in  valore  la  quam  in  vbique 

loco  z fcribatur  — a.  Cum  vero  fit  Q. — (T^riei*» 
hi  valores  inde  facile  inueniuntur, 

; Corolli. 
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iz6i.  Quodfi  ergo  quantitas  algebraica  P ex 
aequatione  differentiali  formata  faCtorem  habeat  qua- 
dratum (a-*-*)’ , inde  in  integrale  transferenda  eft 
haec  portio 

' )*x~afi~fxaXdx+  ^JJ*-±*£x-*fxaXdx 

pofito  S— — a i dum  fi  hic  faCtor  a -4 ~z  eflet  foli-  ’ 
tarius  integralis  pars  inde  oriunda  foret: 

^Zx^fx^XdJc  pofito  an— a. 

s*  ■ * . . *r 

, C o ro  1 1.  2. 

i " 

>1269.  Cum  fxt  t cafa 

fiet  Q,—  7j|j  verum  quia  hic  ipfi  * iam  valor  de-’  * 
terminatus  eft  tributus  hinc  £9-  colligere  non  licet  , 
fed  prima  eft  vtendum  qua  fit  3- — — — ’ 
cuius  fractionis  cum  numerator  et  denominator  cafu 
z— a euanefeat , erit  pro  eodem  cafu 

da ( g -t-zld  P—  d z d P — f a -t- z ) d»  p d*  P 

da  t(a-hzpdzX~  e(a^-ajdz*  — i d «>* 


C o r o 1 1.  2- 

• • - * j 

1270.  Hoc  -valore  inuento , quia  eft  eodem, 
cafu  z~  —a.  quantitas  Q_—  -ii?,  erit 

_L  d 1 - — _ d Q-  — a d z d1  p 

dzM,a — Q.Q_d*  " — iddP*“  1CU 

d 1 — ldz  d ' 
n a-  t a-  U p > 

• * ■■  * • * i " ’« 

- > cx 
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ex  quibus  formulis,  fi  fa&ores  ipfius  P non  fint 

cuoluti  partes  integralis  facilius  reperiuntur. 

* , - 1 • oc  t 

Problema  175. 

. » , •.  0 

1471.  Si  pro  aequatione  differentiaii  praece- 
dente quantitas  algebraica  P inde  formata  fadtorem 
habeat  cubicum  ( a -f-  z )*  integralis  partem  inde 
oriundam  inueftigare.  . s - 

Solutio.  x... 

Ponamus  ergo  effe 

P4=(«-i-z  )*(y -1-2)R  exiftente  y— a— cj, 

4rbi  (■>  pro  quantitate  euaneicente  affumitur-  Quod 
ergo  ante  erat  Q id  hinc  fit  Qrz(y-^-z)R,  et 
2 “—a  erit  Q=-wR  fi  etiam  in  R ponatur  xz-». 
Deinde  cum  fit 

d<l. P , 1 - ( — p 

Ti  — K ^ 3»  — TT J 

eodem  cafu  erit 

d 1 - «_  -t-  _**—  — — i 'r~ d.  1. 

dz  Q,—  biuR  1 «uRRda  UW  * R utdz  - K 

Quocirca  ex  fa&ore  quadrato  (a+z)’  per  praece- 
dens problema  haec  obtinetur  integralis  pars : 

- id» + ih '•  i kvi-xjx  ^ 

cuius  ambo  membra  in  infinitum  excrefcunt  ob  u—o. 
Adiiciamus  autem  partem  ex  tertio  faftore 
y + sza-  0J  + 2 

, oriundam 
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oriundam,  qnae  ob  = ( ct  -t-  z )r  R eft 

GZfTfl  *“VA'Y  x * x P°flt0  *=-' V=-«+«. 

*•-  • , • * 4,.  . • . >) 

Q«cxi  fi  iam  R vt  ante  is  fuerit  valor  , qui  oritur 
pofito  izr-a;  augendo  hunc  valorem  particula  w, 
loco  *R  fcribi  debet 


-4-  Jt  d 

d z * R 


fi  quidem  valorem  * rr  — a et  hic  retineamus j 
vnde  haec  integratis  pars  ob  a + zru  erit 

<.-hH“5T.  d'  « + .Tir  **■  i ) *-*T/*~X 

ficque  manifeftum  eft  illum  ipfius  « valorem  vsque 
ad  fecundam  poteftatem  ipfins  w continuari  debuifle, 
atque  eadem  lege  hic  alteram  partem  x inuoluen- 
tem  exprimi  conuenict.  Ad  quod  obferuo  fi  habea- 
tur huiusmodi  formula  x ufx~'*\dx  fecundum 
potefiates  ipfius  u euoluenda  , id  hac  ratione  com- 
modiflime  fieri.  PoGto 

v~xMfx-“Vdx, 

vt  fit 


x-^v-fx-^V  d x 

erit  differentiando  * 


— \dx  , 

X 

quare  pofito 

vrT+«T,+  «,T,l4*tt' T"  ete 
Vol  II.  V V t habe- 


\ 
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habebitur  ter  minos  fecundum  poteftates  ipfius  u di- 
fponendo  : 

</T+  urfP  + uu </T"+u VT«  -+• etc.  ? _ 

— Vrfjr-wT^  - muT,--«,TII7  - etc.  \ ~ ° 

x x x j 

ideoque 

T=fVdx  ; V=zfl?fVdx  . T"rr/  ^f^fVdx  etc 

Confequenter  cum  io  applicatione  fit  V;r*aX  erit 
pars  integralis  ex  fadlore  yq-sra-u+t  nata:  - 

(sdi  + + nir  "•a>-vA*W*+«/V/'»*x& 

-t-»y  ^mr^xjxy 

qua  cum  parte  ex  ( a 4-  2 )’  nata  iundtim  fumta 
omnia  membra  infinita  fe  mutuo  deflruunt,  et  pro 
quantitatis  Pr  («4-s)’R  fa&ore  cubico  ( a.-\-z)* 
in  integrale  ingreditur  haec  pars: 

I Xdx  + ^d.*R  x-°/L*  fx*Xdx 

+ 7 jvd*\x-fx?Xdx 

fi  modo  in  quantitate  R — {-a-^  * • vbique  fcribatur 
z — — a. 


C o r o 1 1.  1. 

1272.  Methodus  in  folutione  huius  problema- 
tis adhibita  facile  ad  quotcunque  fadlores  aequales 
extendi  poteft.  Si  enim  fuerit  ( a -4-  z )TO  fa&or 

quan.iatis  P -t  atque  in  hac  fraflione  (^±-2JT  fuis- 
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que  difFcrentialibtis , pofb]uam  fuerint  euolutt  pona- 
tur z — — ot , partes  integral.s  inde  natae  ita  fe 
habebuut 


Fadlor 
quant,  P 

a z 

(a  -f-  z )* 

f ( a z )* 

Pars  int  - 
gralis 

a?zx-*fx*Xdx 

t 

% _ . 

x~«fi2f\*Xdx 

x~afxuXdx 

az  r ' 

fi*Xdx 

£s.*±*ix-y%fx'xdx 

~dd.^’x~«fx*Xdx. 

C o r o 1 1.  2. 

* ' " r 

1273.  Si  fuerint  duo  pluresue  fattores  dupli- 
ces inter  fe  aeqnales  ftmnfs  * '***■  * 

a~/(cof.0+V-i.fia0)  et  prr/fcofJ-V-i.fin.#), 

partes  pro  (a-4-z)*  et  (|3-+-z)*  feorfim  euolutae 
methodo  fupra  adhibita  non  difficulter  coniungeutur 
et  ad  realitatem  reducentur. 

Scholion. 

1274.  Simili  methodo,  qua  hoc  caput  eft 
pertra&atum  , in  euolutione  Capitis  IIT.  huius  fe- 
dfionis  vti  oportebat , neque  tum  vllum  periculum 
in  errores  prolabendi  fuiflet  pertimefeendum.  Super- 
fluum autem  nunc  foret , errores  ibi  commiflos  hic 
emendare , cum  non  folum  methodus  plane  effet 
eadem  , fed  etiam  aequatio  hic  tra&ata  facile  in  for- 
mam ibi  confideratam  transmutari  queat  ct  viciflim. 

V t v 2 Quodfi 


Digitized  by  Google 


CAPVT  V. 


S»f 


Quod  (i  enim  in  aequatione  Cap.  111. 


X=A/+5£-»- 


B d y i Cjdy 


D i»  y 

<X  X* 


t <f*J 

d 


■4-etc. 


fia  tuatur  x— h , vt  fit  </*— t > fun&io  autem  X 
abeat  in  funaionem  ipfius  v quae  fit  V , proueniet 
aequatio  eius  formae  quam  hic  tra&auimus.  Dum 
autem  ibi  elementum  dx  pro  conflanti  eft  habitum, 
ad  hanc  conditionem  exuendam  ponamus 

dy—pdx  , dp-qdX)  dq~rdx  » dr—sdxt tc. 
Vt  haec  aequatio  refultet  i 

. 1 

X:=V:=A;'+B/>4-C?4-t>r-V-Ej-4-etc. 


Nunc  autem  ob  dx—~,  adipifcimur  elemento  dv 
conflante  fumto  t 

*—  iy  — * 

t — d*  ""  dv 

e -d±-  vvidy  4-  54^ 

" dx  dv*  1 dv 

, d a _ v*  d*  y i tv»ddy  _i_  v dji 

^ d x — ~3v*  " d»1,  ’ d * 

dr  = . t V1  d*  > i y V vddy  i V d J 

f-dx — dv4  ***  dv«  "r*  dv1  ~"dv 

. _ d«  __v*d*y  i iov4  d*y  . >sv’d,>  i tsvvJJy  , vdy 
— d x *"  d v*  ^ dv*~  d v*  • d v'  ’ dv  • 


Qmh» 
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Qtiare  aequatio  inter  v ct  j erit  haec 

V- Ay+^-t.  Cmddy  , Do»Jty  *»*d*j  ,fv*d*y. 

J dv  ~ dv'  "T  SJT  + gv*  * dv* 

■"t-  C -t-  3 D -4-  6 E io  F , 

+ D +7E  -4-25  F 
•+*  E -t-  x 5 F 
+ F 

cuius  integraticfciem  hic  docuimus.  Imprimis  autem 
notandum  eft  quantitatem  algebraicam  P hinc  for- 
mandam 

P = A + (B  + C-+-  D+F,  + F)(j-i) 
-4-  (C-f-3D  + 7E  + i5F)(«-i  )(z-z) 
-+■  (D-hdE-4-2  5 F (s—x)(s?-2, (2-3)4-  etc. 
ad  hanc  formam  reduci : 

P~  A4-B(s-  x )+C(*>-i ) -4-D(2-i  )*4-E(2- 1 )* 

-4-F  (s- 1 )s-f-  etc. 

quae  quantitas  algebraica  ab  illa  , qua  in  Cap.  III. 
ad  integrationem  fumus  vfi , hoc  tantum  differt  , 
quod  ibi  littera  z id  quod  hic  formula  z—x  ex- 
preffimus;  ex  quo  etiam  ambarum  integratio  facil- 
lime altera  ad  alteram  reducitur. 


V Y V 3 
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Conclufio  Libri  Primi. 

1275.  Atque  haec  fere  funt , quae  ad  librum 
primum  de  Calculo  Integrali  pertinere  funt  vifa , 
vbi  methodum  tradere  Inflitui  funftiones  vnius  va- 
riabilis ex  data  quacunque  diffcrentialiurn  cuiusque 
ordinis  relatione  inueftigandi  quod  opus  mihi  equi- 
dem ita  pertra&afle  videor,  vt  vix  quicquam  eorum, 
quae  adhuc  de  hoc  argumento  ab  aliis  funt  inuenta 
et  in  medium  allata, ‘fit  praetermiflum. 
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Pag.  6.  lin.  9.  loco  quae  omnia  ad  dx  redu&a 
lege  quibus  omnibus  ad  dx  redudtis. 

pag.  12.  lin.  7.  loco  p—fadp  lege  y—fadp 

pag.  14.  lin.  14..  loco  colligemus  lege  colligimus. 

pag.  17.  liD.  9.  loco  forma  legatur  et  forma. 

pag.  21.  lin.  12.  loco  praecedenti  lege  procedenti. 

pag.  29.  lin.  15.  loco  eandem  lege  eundem. 

pag.  38.  lin.  3.  loco  lege  - 

— — — lin.  8.  — diffentiata  lege  differentiata. 

,.  , . W?  . * ' ~bdq ' 

pag.  39.  lin.  2.  loco  lege : — . 

V(i+aaqq)i  (1+aaqq)1 
pag.  4 6.  lin.  2.  loco  a.—b—  *((2e~Px—ae~ax) 

legatur — a — (3~*(be~?x-  ae~ax). 

pag.  50.  lin.  10.  loco  iege  =*ggj» 

et  lin.  n.  loco 

vnde  et  his  conuenienter  reliqui  calculi  ad  hoc  exem- 
plum pertinentes  funt  corrigendi. 

pag.  54.  lin.  7-  loco  -Angco|  !f»^y^^ 

lege  - Ang.  cof.  •■*■*  -H;  * - » : * 1 **». 

pag.  $3.  lin.  16.  loco  ctlx  lege  a/J. 
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p*g.  $5.  lia.  x.  loco  tum  lege  tam. 
lia.  i3-  loco  pf—p  lege 


pag.  66.  lio.  12.  loco  u(p—  u)  dpV 

lege  n {p  — u)  d p V ( i -\-uu). 

W <7-  l*n.  a.  loco  ggg-  lege  g&- 

pag.  71.  lio.  6.  loco  r~*-+  lege  r=^, 


lin.  9. 


leSe  JmT^lqf.  u’ 

— tres  has  — hanc. 


pag.  81.  lin.  12.  loco  +yduvydx  lege  4 -ydtnvydx. 

€ ^(du+uudx) 

pag.  82.  lin.  ».  loco  ^(du+uudx)  ie. -jjj * 

pag.  84.  lin.  13.  loco  opertet  lege  oportet. 

pag.  91-.  lin.  7.  —*  H — K 

• 1 \ 

pag.  9<J.  lin.  2.  loco  Ce  a fin .{mx-\-y) 

lege  Ce^^fin.fiw  x y ).  - 

pag.  97.  lin.  13.  loco  ,T« o- 


</* 


a f — fl  y 

lege 


pag.  99.  lin.  14.  loco  paraticulariter  L particulariter 
pag.  103.  lin.  3.  loco  lege  P dvdx. 

pag.  io5.  lin.  19.  loco  lege  ^5. 
pag.  108.  lin.  2 loco  ae~fs  lege  ae~fx. 


pg.  xxo.  lin.  xi.  loco 


e-'M-Zdx  i—rfxe*tdx 


vv 


lege 


w 


pag. 
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pag-  nr.  lin.  i<J.  loco  vidimns  lege  vidimus, 
pag.  ii 2.  lin.  15.  loco  fcribendo  co  lege  fcribendo  «■ 
pag.  11 3.  lin.  6.  loco  ifitegrale  lege  integrala 
lin.  12.  loco  ae~fs  lege  ae~^x. 

pag.  i2<J.  lin.  3.  loco  

x 

lege 

x * „ 

18.  loco  QU</*  lege 
15.  loco 

lege  (PP-|£  +2<l)cm. 

5.  loco 
lege 

3.  loCO  -y  [l  ^ 

lege  -Ad-r  ~ d~^  + 

18.  loco 


pag.  127. 
pag.  130. 

P«g-  *34» 
pag.  i+x. 

pag.  i+a. 
pag-  147* 
pag.  152. 
pag.  163. 
pag.  167. 

pag.  168. 

% 

pag.  170. 
Vol  //. 


lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin. 

lin- 

lin. 

lin. 


(* 


, Zllll  leee  L«-  ' 

Ua-(-**j«  lege 

13.  loco  N lege  y 
vlt.  loco  videantur  lege  videntur. 
19.  loco  4-AA.vav/jt  lege  ^AAxxdx. 
5.  loco  qdy  lege  qdq. 

11.  loc.  terminatum  leg.  terminorum 
2.  loco  3NyVa:Vy  lege  xNy’dx'dy 

2.  1.  *tydx'dy({ liyx)  1.  tydx'dy(fi- f-2yar) 

Xxx  pag.  137. 
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173.  lin.  14.  loco  \z  J ddz  lege  \£ddz 

5 

15.  loco  J z 1 ddz  lege  \z'ddz 

178.  lin.  5-  loco  lege  ^7?. 

179.  lin.  4-  loco  ~JnTx  leSe  ~yn II* 

184.  lin-  6.  loco  habens  lege  habeat. 

185.  lin.  antep.  colligitur  lege  colligitur. 

190.  lin.  a.  loco  ^ lege  “®. 

, 7 a*  A 1 f <**  A 

- — —11.  loco  i».  >’.n  lege  ~ 

193.  lin.  3.  loco  difiniri  lege  definiri. 

.«o  1:-  ..  1 r*x-»X7X-»)c 

198.  lin.  12.  loco  — inx_^r-  — • 


lptrp  -QX—  >XsX-s)C — — (iX-.XjX— t)C 
(11X — 6)c  «TI5C— . Jc 


_ rf/V — 1 V/ — , 


204.  lin.  ?lt  loco  + - lege  . ^ 

206.  lin.  15.  loco  — Cafin.^f  lege  — afin.^r. 

207.  lin.  n.  loco  aequationem  diSerentialem 

leg.  integrale  aequationis  differentialis. 

208.  lin.  4.  loco  lege  -(rt/,-(3e“ff). 

- — — 6.  loco_y(ct£rcf-4- P 1.  jrz(&ec,+(ie~e1)? 

- — — vlt.  loco  d Q_  lege  ^ 

209.  lin.  3.  loco  — 

- — — vlt.  loco  abrumpantur  1.  abrumpuntur. 

21 1.  lin.  5.  loco  Pz^+etc.  lege  P-^+etc. 

pag.  2 ii. 


lege  fo'-' 
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21  X. 

212. 
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